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Primitive 


§ 1. PRIMITIVE 


Fiind dată o funcție f: / > R (J un interval C R), se pun următoarele 
probleme: 

(A) Există (şi în ce condiţii) o funcţie F : J > R a cărei derivată să fie 
funcţia dată f? 

(B) Cum se poate determina o asemenea funcție F, pornind de la f? 

În acest capitol vom studia citeva metode de obţinere a funcţiilor F care 
verifică relaţia F’ = f. 

Răspunsul la problema (A) este afirmativ pentru o clasă destul de largă 
de funcţii, în particular pentru funcţiile continue. Acest lucru va fi arătat în 
capitolul II. 


1.1. Definiție. Fie J un interval G R și f: J >R. $ 
admite primitivă pe J dacă există o funcție F : J — R astfel încît: 

1) F este derivabilă pe J, 

2) F'(x) = f(z), (Y)z € J. 


Funcția F se numește primitivă a funcției f. 

Dacă intervalul J este închis la stinga gi a este extremitatea sa stingă, 
atunci prin derivata lui F în punctul a se subintelege derivata la dreapta a 
lui F în a. O convenție analoagă se face cînd J este închis la dreapta. 


1.2. Exemple 
1) Fie n EN şi f:R > R funcția definită prin relația 
fm =, (VER. 


Atunci pentru orice număr real fixat c, funcţia 


= 1 n+l 
Fx) ero +c, (v)z e R 
este o primitivă a lui f. 
2) Funcţia . 
F(x) = (sin 22, . (V)zeR 


este o primitivă a funcţiei = 


f(x) = 2sin z cos zx, (Y) 1 ER. 
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3) Dacă a >0,a z 1, atunci funcția 
Ho = EL, (er 


Ina 


este o primitivă a funcției 
f(x) = a, | 
1.34% r opoziţie. Fie J unintervalc Rif: J >R.DacáF,,F,:J>R 


sînt două primitive ale funcției f, atunci există o constantă c E R astfel 
încât 


(v) zx ER. 


F(x) = Fax) + 6, (Vx EJ. 


__ Demonstraţie. F, și F, fiind primitive ale lui f, ele sint derivabile pe J şi 
verifică relaţiile 
Fu(z) = f(x) = Falo),  (Wzx EJ, 
deci > 

(F, — FJ (x) =Fi(0) — Fa(2)=0, (V)rEJ. 
Funcţia F, — F,,avind derivata nulă pe intervalul J, este constantă pe 
acest interval, adică există c E R astfel incit 


Fa(2) — Far) =, MEJ. 


1.4. Observații: 

a) Dată fiind o primitivă F, a unei funcții f : J > R, atunci orice altă 
primitivă /' a lui f este de forma 

F=F,+C, 
unde c este o funcţie constantă pe J. Aceasta înseamnă că dacă o funcţie f 
admite primitivă, atunci f admite o infinitate de primitive. Datorită aces- 
tui fapt vom spune adeseori: 
„f admite primitive“ 
in loc de 
„f admite primitivă“ 

b) Definiția primitivei, dată la punctul 1.1, s-ar putea extinde gi la funcţii 
definite pe reuniuni finite de intervale disjuncte, deoarece condiţiile din defi- 
nitia 1.1 au sens şi în acest caz mai general. Însă nu mai este adevărat că 
două astfel de primitive diferă printr-o constantă. 

De exemplu, fie f:R N {0} > R funcţia definită prin 


Al). 
Atunci funcţiile F, G: RX (0) > R definite prin 


Fa=*?, — (MERN O, 
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respectiv 


a? y A 
= +41 dacă z <Q, 


GO = 
E 4 2 dacă z >0 


sint derivabile pe RN (0) și veritică relaţiile 
F(x) = f(z) = G'(z) (W)reRNWOI. 
Totuşi, diferența G — F nu este o constantă. 
7 E 1 dacă x <0; 
NS 2 dacă x >0. 


c) O funcţie care admite primitive are proprietatea lui Darboux. Într-adevăr, ` 
dacă f: J + R admite primitive, atunci există o funcţie derivabilă F : J >R 
cu proprietatea À 

1 Ei 


„Se ştie însă (vezi, Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a), că derivata 


oricărei funcţii derivabile are proprietatea lui Darboux. Așadar, f are proprie- 
tatea lui Darboux. : 


d) Dacă J interval C R și f: J >R este o funcție astfel incit mulțimea 


ler. . f : PE 

(US (f(x) | x E J} (imaginea lui J prin f) 
nu este interval, atunci funcţia f nu admite primitive. 

Într-adevăr, dacă f ar admite primitive, atunci (în baza punctului pre- 
cedent) f ar avea proprietatea lui Darboux, adică odată cu două valori ar 
lua orice valoare intermediară, deci imaginea lui J prin f ar fi un interval. 
Coutradictie cu ipoteza făcută asupra lui f. i 

e) Orice funcţie continuă f :[a, b] > R admite primitive. 

Demonstrația acéstui rezultat va fi dată in capitolul H, teorema 4.8. 


15. Defini tie. Fie f:J =R (J interval din R) o funcție care 
admite primitive. Mulțimea tuturor primitivelor lui f se numește integrala 
nedefinită a funcţiei f gi se notează prin simbolul 


ffio)dz. 


Operația de calculare a primitivelor unei funefii (care admite primitive) 
se numeşte integrare. A 
Menţionăm că simbolul |f(z)dz trebuie privit ca o notație indivizibilă, 


„deci părţilor | sau dz, luate separat, nu li se atribuie aici nici o semnificaţie. 


În cele ce urmează vom defini operaţiile de „adunare“ gi „înmulțire cu 
scalari“ între părţi (submultimi) ale mulţimii funcţiilor ọ :J => R. Vom 
face acest lucru în scopul de a da un sens precis notatiilor frecvent utilizate 
în calculul de primitive: 


ART A A IE Ea Ii a O, Ra 


ff(z)dz + fe(ojdz, 
Nf(z)dz, 


unde [f(x)dx (respectiv fg(x)dx) înseamnă mulțimea tuturor primitivelor lui f 
(respectiv g). 


1.6. Notaţii. Fie J un interval din R gi 
HNE R] 
mulțimea funcțiilor definite pe J cu valori reale. Reamintim că pe mulțimea 
$(J) se introduc operațiile ; 
„adunarea funcțiilor“ : 


NE fa) + elah  (MzreJ 
gi „înmulțirea funcțiilor cu scalari“: 
Mia E afa), (VEJ AER. 


Deci f + g este funcția x > f(x) + g(x) care asociază fiecărui x € J numărul 
real f(x) + g(x), iar funcția Af este funcția z > A(x) care asociază fiecărui 
x E J numărul real M(x). 5 

Dacă 5 și G sînt părți nevide ale lui $(J) şi AER, atunci punem prin 
definiție 


(2,) T+9= tgl EF sig Eg), 
e der. 
(D») IS NIES}. 
Dacă $ este formată dintr-un singur element fo, atunci în loc de 
S+G 
sau 
titg 
vom scrie simplu 
fo +G- 
Deci 
def, 
(Ds) b +9= + els E G} 


1.7. Observatie. Notind cu € mulțimea funcţiilor constante definite 
pe J cu valori reale 


ydet, 


O-=4f:J > Rif constantá!, 


se observă că această mulțime are, față de operațiile de „adunare“ şi „înmul- 
lirea cu numere reale, diferite de zero“, definite pe părțile lui (Z(J), urmátoa- 
rele proprietăţi: 


a) 1e=4 (VER, 1%0; 


y) dacă f: J — R este o funcţie care admite primitive și dacă FF, este ` 
o primitivă a lui f, atunci 


(dar =m +e 
sau: 
| Fi(aJde = F, + €. 
Într-adevăr, produsul Af, dintre o funcţie constantă f:J > R gi un 
număr real A fiind tot o funcţie constantă, rezultă incluziunea 
NM CO. 


Reciproc, dacă f este o funcţie constantă și à € R, A # 0, atunci funcţia 


def. . 


pa) 
este constantă, deci 
[=N ER. 
Așadar, are loc şi incluziunea 
0 cre 


si deci egalitatea € = 26. 
Suma a două funcţii constante fiind tot o funcţie constantă, rezultă inclu- 
ziunea 


V-+Oo ce. 


À E y oil g : 
Reciproc, dacă f este constantă, atunci ~ f este constantă, deci 


Aşadar, are loc şi incluziunea 0 C Ê + Ê si deci egalitatea 
e+e=0Q4. 


- Am văzut (observaţia 1.4 a)) că dacă F este o primitivă a lui f, atunci 
orice altă primitivă F a lui f este de forma 


P=Fa+e 
unde c este o funcție constantă pe J. Deci 


[faz = (PEF) | F = primitivă a lui f} = 


= {Fotele e0i=F+e6 


E NOTAR 


1.8. Teoremá. Dacă f, g:J —> R sînt funcții care admit primitive 
şi AER, A 40, atunci funcțiile f + g gi Af admit de asemenea primitive și au 
loc relaţiile: 


(a) fifa) + e(o)ldz = jf(z)dz + fg(z)dz, 
(b) Y [aflede = Mf(x)dz, 
(c) ; - [f(x)dæ = ff(x)dx + €. 


Demonstraţie. Dacă F este o primitivă a lui f iar G o primitivă a lui g, 
atunci F și G sînt derivabile pe J şi 


M= GS: 
De aici deducem că F + G gi AF sint derivabile pe J gi 


A E RA SS a a RI 


Într-adevăr, dacă 1 = 0, atunci 
Me =0, (VW rey, 


deci orice funcţie constantă este primitivă a lui Af, în particular funcţia constantă 0 este 
o primitivă a lui Af = 0. Așadar (observaţia 1.7) 


forte) =.0 + 0O=0. 
Pe de altá parte, daca A= 0, atunci 
Af(z)dz = AF |F = primitivă a lui f} = {AF | F = primitivă a lui f} = {0}. 
Deci, in general, are loc incluziunea 
rajas c J Mlajdz, 
incluziune care este strictă cînd A= 0. 
1.10. Exemple de funcţii care nu admit primitive 
a) Funcţia f: R > R definită prin 


| 


(ÀF +G) =F +6 =f+g, A dacă sag 


Ka~ | 
O = AP EN 


|, dacă z > 0 


nu admite primitive. 
Într-adevăr, imaginea f(R), a lui R prin f, este egală cu mulțimea {—1,; 1} 


adică F +G este o primitivă a lui f +g şi AF este o primitivă a lui Af. 


Funcțiile F, G, F + G, AF fiind primitive ale lui f, g, (+8 Af respectiv, formată din punctele —1. gi 1. Cum această mulţime nu este un interval, 
rezultă (observaţia 1.7c)) | i rezultă (observația 1.4 d)) că funcția f nu admite primitive. 
4) fro DELF, i b) Funcţia f: R > R definită prin 
: | f(x) = [a] E max (nEZ|n< 2; 
2, El ad | ([x] = partea întreagă a lui x) nu admite primitive. 
| Într-adevăr, imaginea f(R) a lui R prin f, fiind egală cu mulţimea Z a 
(3) Şt) + a(o)dz=FP+6 + e, numerelor întregi, nu poate fi un interval. Deci observaţia 1.4 d)) f nu admite 
f primitive. 
(4) A e 44 ar a | c) Funcţia $: R > R definită prin 
TRA Din egalitátile (1), (2), (3) si observația 1.7. b) obținem ii 0, dacă x < 0 
| a DRE | 
| | ras + helada =P +0 4+640=F+64+€4+0= ) y sin=—2 cos >, dacă z >0 
. 3 | T XT x£ 


nu admite primitive. 


= (r) fă o(a dx. 


TEA 


Se observá cá functiile 


fi: (—0,07>R, f,:(0, 00) > R 


ai —— 


Analog, folosind egalitátile (1), (4) si observaţia 1.8a), se abi 
af fejde = MF + 0) =W + M=IF+0 =p ME NA 


definite prin 
fil) =0, 7. file) = sn 008 1, 
L v T 
1.9. Observaţie. În demonstrarea faptului că Af admite primitive (teo- 
rema 1.8) nu s-a folosit ipoteza 1 4 0. dota ipoteza A 40 este esențială în 
demonstrarea egalităţii: 


(Af(z)dz = Nf(a)dz 


admit, respectiv, ca primitive funcţiile: 


e, 


EDS (2) =D sin 2 
z 
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KAI en 


Dacă funcția f ar admite o primitivă: F : R > R, atunci ar rezulta (ob- 
servatia 1.4. a)) cá 


Fl(-e0=F1+6 =k și Fl (0,0, = Fa + Ca 


Orice primitivă este funcție derivabilă, deci continuă, prin urmare, primitiva 
F este continuă in origine, 
deci ; 
F(0) = lim F(z) = k, 
<>l 
x<0 
F(0) = lim F(2) = Ca, 
x>0 
x>0 
de unde 
k = Ca 


Aşadar, functia F va fi de forma 


k, dacă x< 0 


E) = 
(+) kA 2 sin = dacă x >0. 
a 


Observind cá 
Fle) — FW) 


x= l 


= sin” (v)z> 0 
Tt 


` 


A A y . d i la rai 
şi tinind seamă de faptul că funcţia w > sin-- nu are limită in 0, deducem 
£ 


că funcția F nu este derivabilă in 0. 
Contradietie cu derivabilitatea lui F pe toată mulțimea R. 


1.11 Tabel de integrale nedefinite 


Peste tot în acest tabel J este un interval CR 


1, f:R>R gnti 
. ahdz = = e 
flo) = an; n eN y n+4 
2. f:J—R; J C (0,00) zi gat 
zīds = — 
f(2) = 2%; a E RN {—1} j TEN 
3 | f:RR y a 
i z ada T= SI 
f(x) = a”; ae R+4N (1) f In a 
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fla) = 2 | de= ti e, 
costa cos2z 
40. f:J>Ri J CRN (kn | ke Z} 
f(x) = = | 2 dz = —ctg x + €, 
sin“z sin2z 
He | POR JERN oe > 4) E 
ar ; 2 rez} | tg zdz = ~in | cos | +e. 
f(z) = tg z , 
12. f:J >R; JCRN {kr|k € Z} | cte 2 de =1n ¡sin z | + e. 
flx) = ctg z 
13 f:R>R 
4 4 E E 
a a=0 rr A a?) + e. 
14. | J c(—00, —a) 
` D ca sau i | 
J € (a, co) | 
1 1 Rd e Es 
flo) = a | Pag enla Ie, 
45. f:J=>R; J C(—a, a),a > 0, 
1 1 ER | 
f(x) S/T A f vaa dx = arcsin A +e. | 
| 


cc 


4. f:J>R; Jc R* 
(Mel | paz =in lzl+e, 
3 T z 
să, f:J >R; JCRN {—a, a) 
(a) = Le, {a+ 0) la dr 8 A 
g? — a? i g2 — qa 2a «le+a 
6 f:R>R | 
1 A Pa 
£] = șa 0 dz = —arctg E e. 
ii +a y lar a SER 
Í A cina | sin æ dz = — cos z +e. 
f(z) = sin z ( 


| cos z da = sin z+ e. 


kez ) 
€ 


f(x) = cos z 


f:J>R; JERN k+ e 


Exemplele 13 şi 14 nu sînt evidente și sînt mai puţin utilizate decit celelalte 
exemple. Dăm în continuare justificarea exemplului 13 (exemplul 14 se justifică în 
mod analog). 
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Derivînd functi. 


do ar Vai Fă (gla) > 0, (V) e E R) 


obținem 
e as 
ANS A E a fal, 
Va + al Va + a 
deci 
fia) = E) = (n gle), 
g (2) 
(adică funcţia => In g(x) = lIn (x +z? F a) este o primitivă a funcției 
a 
f:z> Vara 


1.12. Exerciţii 


I. Sá se calculeze primitivele următoarelor funcţii: 


1. f(z) = 2? + 22 + 3, er; 
2. fía) = £ + E z e (0,00); 
a. 
1 
sne = alia xz e (—o, 0); 
4, f(x) = a sin z + b cos x, ze R; 
1 1 1 
5. = ———, „et E 
fe) > a „aj; 
6. f(x) = a ze (222) 2); 
2 1 T 
7. f(x) = A E OE e 
fa) sin?a + costa a ( 2 |: 
ial Ala a ý z efo, zii 
n= za «eN; 
10: fl) =-2--, 2 Re 
hat+a4 A 
11. f(z) =.2% + et, z eR; 
12. f(a) = zo as (1,1); 
s —. 
y 1 
13. fle) == + a e (—<o, —1); 


1 4 
15. f(z) = s/y z + 22 }/ zè, 


ze (0, æ); 


14. f(z) = 
z.e (0, œ). 


II. Sá se arate că următoarele funcții nu posedă primitive pe R: 


1. f(x) = [2] —x, š zer, 
unde la] înseamnă partea întreagă din EA 


Indicatie: Se va folosi acelaşi procedeu ca la exemplul 1.10. 


- 4, dacă x> 0, 
2. f(x) = 0, dacă x= 0 
—1, dacă z < 0. 
XL, dacă z <0, 
3. f(x) = 1 4 4 
sin — ——cos—, daci x >90, 
z T> di 
2% sin — — îi dacă ze R\N {0}, 
z 
4. f(x) = 
A, “dacă z=0. 
2 
oa = | E Aen e9, 
| a, dacă zeRNQ. 
6 fa) = | me e e cu, 
a”, dacă eRNQ. 
cos a , dacă z e RN {0}, 
£ 
7. fla) = 
d 3 dacă x = 0. 
2 
sin a > dacă z e R\N {0}, 
z 
8. f(x) -= 
ea , dacă z = 0. 
2 
sings h RO 
9 fía) =)-2 
0, z=0, 
ER re NO 
10. f(z) = z 2 2 


—1 == 0 


IM. Tinind seama de faptul că orice-functie continuă pe un interval Z are o primi- 
tivá, să se arate că urmátoarele funcţii au primitive pe R: 
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e ———————————————— 


TE 


e. dacă fe RN 0), 


4, dacă v = 0. 


z din dacă ze RN {0}, 
g 


0 , dacă z= 0. 


sin ar, dacă e RA (0), 
z À 


0 , dacă s= 0. 


cos Î, dacă ze RMO), 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


1 
5. fla) = e x dacă z e RN(0), 


0 dacă 20. 
sie 


Ze * dacă. «e RN(0), 


0 „dacă s = 0. 


aa 


, f= le sin L, dacă z e R\N {0}, 


0 , dacă v = 0: 


IV. 


1. Fie f:[a,b]—> R si ce (a,b). Se presupune că f admite primitive pe [a,c] și pe 
[c, b]. Să se arate că f admite primitive pe [a,b]. 


2. Fie fı :[a, b] > R, f :[a,b] >R două funcții care admit primitive. Presupunem că 
există o mulțime finită A de puncte din [a, b] astfel încît 


(v) z e [a,b MA = f,(2) = falx). 


Să se arate că f(x) = falx) pentru orice x= e [a, b]. 


3. Să se arate că dacă f : R — R este astfel încît f2(z) = 1 pentru orice æ, atunci f are 
o primitivă dacă și numai dacă f = 1 sau f = — 1. 


4. Se consideră o funcţie f:[—1,1]— R care coincide cu funcția sin 4 dacă x Æ 0. 
z 
Să se arate că pentru ca f să posede o primitivă este necesar şi suficient ca f(0) = 0. 
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y 


5. Se consideră funcţia f :[—1,1] —> R definită prin 


Cr sin + , dacă ze (0, 1], 
z 


f(x) = 0 > dacă z= 0, 
Hai, A =£ 0) 
g 


Să se arate că f nu admite primitive. 
6. Sá se arate că funcţia f :[—1,1] — R definită prin 


cost, x=E0, 
f(z) = z 
O a Sm 


A _—Ó 


nu admite primitive. Sá se deducá de aici cá 


dacă o funcţie f :[a, b] + R admite 


primitive nu rezultă, în general, că 


7. Fie [a,b] un interval din R. Sá 


funcţia f? admite primitive. 


se construiască o funcţie 


f:[a,b]>R care să posede următoarele proprietăţi: 
i) să fie mărginită, 
ii) să fie continuă în orice punct din intervalul deschis (a, b) si să fie discontinuă 
în punctele a gi b. 
iii) să posede o primitivă, 
iv) să fie egală cu zero în punetele a şi b. 
8. Fie [a, b] un interval şi A o mulţime finită conținută în [a, b]. Sa se arate că există 
o funcţie f:[a, b] > R cu proprietăţile: 
i) să fie mărginită, 
ii) să fie continuă pe [a, b] A şi discontinuă în orice punet din A, 
iii) să admită primitive, 
iv) să se anuleze pe A. 
9. Fie f :[a,b] > R o funcție strict crescătoare care admite primitive si fie F o pri- 
mitivă a lui f. Sá se arate că pentru orice č € (a,b) există x,, za e [a,b] astfel încît 
F(z) — F(x 
Pl 1) ( 2) = f(E). 
Tı — Ty 


-$ 2. INTEGRAREA PRIN PĂRȚI 


În acest paragraf gi în următorul admitem următorul rezultat (a cărui 
demonstrație se va da în capitolul II, teorema 4.8; demonstrație care nu se 
hazează pe rezultatele din aceste paragrafe): 


„Orice funcție continuă f: J > R admite primitive“ 
Folosind acest rezultat gi formula de derivare a produsului a două funcţii, 


obținem următoarea: 


2.1. Teoremá. Formula de integrare prin părți. Dacă f, g:J>R 
sînt funcții derivabile cu derivate continue, atunci funcțiile fg, f'g şi fg' admit 
primitive şi mulțimile lor de primitive sînt legate prin relația: 


(rasta = fa — f sa) cajas. 
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| | | 


A A A Aa A 


Demonstraţie. Se știe că orice funcţie derivabilă este continuă, deci din 
ipoteză rezultă că funcţiile f'g și fe” sînt continue, prin urmare si funcţia 


= — al cos x + 2(z sin z + cos x + €) = 


= — a cos x + 2s sin x + 2 cos x -+ e, 


În exemplele (4) si (5) funcțiile sînt considerate pe intervale I C (0, o). 


(1) (fe) =f fe 
este continuă. Atunci, pe baza rezultatului menţionat mai sus, funcţiile f'g, | 4) “Pentru n e N, avem farm rs f (ln af Aar J w= 
fe' şi (fz) admit primitive. Aplicind teorema 1.8 (a) egalității (1), obținem: - y xi n+1 
s T 
$ = -1 = | n+l (In ade = 
(2) [dar maz = (Masa + fine (az. acia ee a) ca E 
i antl 4 1 gantl 1 
x : = In z — | anti — de = In a > | ar az = 
Insá (observația 1.7) | PE Da TE | z n n-+1 
| gn l am a x in 7 48 
- , = L— = RG . 
(3) | (atajar = fg + e. | n+4 (n + 1)? n+1 ( a) 
Din (2), (3) şi teorema 1.8 (c) rezultă ; 5) fos (In z)dz = (os (In 2)-(2)/de = 


og (ad E ANS El (2)f (x dz = fg a (sa (2)f (x)dz. = æ cos (In «) — | tess (in 2))'dz = 


E l 
2.2. Exemple = æ cos (In z) + | æ sin (In æ) z da = | 


1) E cos x da = | x(sin z) de = æ sin 2 — | (sinaja” de = x sing — | sin z de = y = æ cos (In æ) + fin (Un x)jdz, 
| 


y Y A 
= g sin æ+ cos æ+ e. Calculind 


| | M A me ti It ti RR 
2) | costa da = | cos x cos xdg = | cos z (sin a)'dz = Y f sin Me eee a) E (pi) na) dia 


= æ sin (In z) — | cos (In z)dz 


Il 


cos z sin x — f sin acosada = 


şi înlocuind în egalitatea de mai sus se obține 


= sin x cos a + Y sin? dr = 


| cos(inz)az = 2 [cos (nz) + sin. (na) | + e. 


= sin a cos a + 1 — cos? ada = 
| 6) Se consideră un interval 7 din R astfel incit | 


= sin zcosz+ 1 da — | costa az = 
i sin z Æ 0, (VLET 


= sina cos 2 + r— f cos? du, x E PEES pide 
gi se cere sá se calculeze primitivele functiei 


deci i 4 
| 1 SkA £z —> E N. 
| j | coste da = T ( + sin æ cos a) + e A Scriind sinng" 
| Analog se arată că « 1 = sin? a + cos? z 
2) Ñ sin?x de 1 ( sin æ cos æ) + € avem ' 
= = (az — a z : 
2 4 aj d costa | 
- N sinnz sin”2x sina | 
3) f a? sin sde = — f a? (cos z)'da = M şi deci E | 
| 
, | pe. Pa i costa q, | 
= — a cos æ + | (cos 2) (2"'de = sinne )sinn2z Gaar sinne | 
t 
E a año f y a oe m a doua integrală din membrul drept aplicăm metoda integrării prin părți, obser- 
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2 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


cos z 1 ( 1 f 
sinnz n — 1 | siniz 
Deci 
2 , 
cos“ z 1 1 
SE de = — == cos z dx = 
sin” x n—á sinis 
4 cos z 1 ; 
= q — - - «sin a dz = 
n— 1 sinis n — 1 J sinnir 
4 COS z 1 1 
= = = = dz. 
n— 1  sinn-la n— 1 J sinn-22 


De aici deducem 


Notind, pentru n >1, 


In = = £ dz 
sin” 2 
relaţia de mai sus devine, pentru n > 2, 
n— 2 1 cosz 
In == Ina . — 
n—i n— 1 siniz 


ceea ce permite sá calculám Zn pentru n par si să reducem calculul lui Zn pentru n 
impar la calculul lui 


dz 
h= f PEE 
sin z 
I va fi calculată în paragraful următor (exemplul 3.3 (2)). 
Vom avea 
I f a d e ; 
sin“z sin x 
Ese E des 2 RS 1 cos z E n 2 poo E e 
sintz 3 3 sina 3 sin æ 3 sina 
paa de e 0 
2 J sin z 2 sin2z 
ha ES A 2 A E al 3 cos 1 _ dicos e 
4 4 sints 8 J singz 8 sinêz 4 sintz 


7) Să se calculeze [Va + «dz, unde funcţia 


z— Vara 
se consideră definită pe un interval / pe care x? + œ >0; a #0. 
Avem 
= Ata a2 [04 
2 NETA di ANP — du. 
| V= Faas [ran a le 


Pentru a calcula integrala 
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2 
V2z2—+ a 
vom aplica metoda integrării prin: părţi. Avem 


| zar E) dz = Vara (Var aaa 


Prin urmare s-a obţinut relaţia 


[va + ada = Vata Vaud + | Eds 


Vr +a 

şi deci 

-—— 4 —_— o 1 

2 da = S a/m — \ ———— dz. 

E + adx a A | aaa 

Întrucît 

| dz ne + VF +e, 

Va+a 

deducem 


f VEF ads = eya Fa+ în (e4 VEF a) e. 


8) Să se calculeze f Va2— z? dz, a > 0, unde funcţia  — a2 — a? 


este definită pe un interval I c (—a, a). 


“Avem 
ES 93 e 
Val — al da = EA pi as a AS ds 
Va — a V a — a Va— z? 
Pentru a calcula integrała 
2 
T 
ria 


vom aplica metoda integrării prin părţi. Avem 


ze - (e/a =a az= LVA + (Vaaz. 


Prin urmare s-a obținut relația 
| V2= Baa Sr eee VERLE ef 7 : 


qi — gl 

sau > 

A ENE, E IP 2 

¡va nd Va Za +2 arc sin î + €. 
2 2 a 
2.3. Exerciţii. Sá se calculeze primitivele următoarelor funcţii: 

1. f(x) = In zx, g 1 
2. fía) = x ln x, z>0. a 3.210, 
3. f(z) = Inès, 10: 6. f(z) = 17 In.x, x> 0 unde « este un 
4. f(z) = 2 In z, z>0 număr real oarecare. 


7. fla) = Inna, 2 > p,n număr natural, n > 2. 
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| 8. f(z) 3 a? In?z, z> 0. 9. f(x) = 2% (In zh, z>0, 
unde g € R iar n este un număr natural. 
10. f(x) = x e*, zen. 12. f(x) = (1? — s + 1) e*, zeR. 
11. f(x) = (z? — 2x — 1) et, ze. 13. f(z) = aner*, er, 
unde n este un număr natural și «œ e R. 
14. f(x) = a? sin z, zer. 16. f(z) = an sin az, zeR 
15. f(z) = (2? — z + 1) sin z, ze R. unde n este un număr naturál iar a e R. 
17. f(x) = e* sin zx, zer. 28. fla) = V Fi, zer. 


18. f(x) = e* sin 2z, zer. 

| 19. f(x) = e% sin Bz, zeR;o,feR. 
20. f(x) = e%* cos Bz, zeR;a,feR. 
21. f(1) = ze” sin z. zer. 


29. f(z) = V 22 +1, er. 
30. f(x) = 2/2 — 4, ze (2, +00). 
81. f(z) = V 2—4, ze (2, +00). 


22. f(x) =e* (sin z — cos z) zeR. 82. f(z) = V9 = a, {æ e (—3, 3). 
28. f(z) = sin2z, reR. 83. f(z) =/9— 2%, xe (3,3). 
24. f(x) = sin?z + 2 cos3z, zeR. 


25. flz) = 2 sina + 3 costa, zeR. 
26. f(x) = Va = 4, ze (2, +o), 
27. fla) = V2 + 1, er. 


$ 3. PRIMA METODĂ DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 


În multe exemple, funcţia 2: Z — R, pentru care căutăm o primitivă 
(funcţia care vrem să o „integrăm“),poate îi pusă sub forma 


(1) h(t) =f(p(t)) - e) (Mé El, 
unde ọ : I > J este o funcţie derivabilă, iar f : J > R. 

Dacă funcţia f admite o primitivă F, adică F’ = f, atunci,tinind seamă 
de regula de derivare a funcţiilor compuse, putem scrie 


h(t) = F'lelt)) < 91) = (Fog)'(t) 
deci Foo este o primitivă a lui k. 

Așadar, găsirea unei primitive a lui Ph s-a redus, în condițiile de mai sus, 
la găsirea unei primitive a lui f, problemă care (adeseori) este mai simplă 
decit găsirea unei primitive a lui A. 

Se observă deci că o primitivă a lui A se obţine compunind o primi- 
tivă F a lui f cu funcţia e. 

Să considerăm următorul exemplu: 


(2) h(t) = (at + d (We R 


unde a, b € R, a # 0, n număr natural > 1. 
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Tinind seamă că derivata funcției 
gt) =a +b (WER 

este egală cu constanta a, i 

l plt) =a (YER 
şi luind } 
q f(x) =x" (Ver, 
se' observă din (2) că k ar avea forma (1), dacă ar mai fi înmulțită cu 
constanta a. Deci 

ah(t) = (at + b)" - a = f(p(t)) < et) 


adică 


1 , 
h(t) = È flett) eo). | 

3.1. Teoremá (prima metodă de schimbare de variabilă), 
Fie J, J intervale din R și 
| A R 
funefii en proprietăţile: 
(a) y derivabilă pe Z, 
(B) f admite primitive (fie F o primitivă a sa). 

Atunci funcţia (fo q)-' admite primitive, iar 


funcţia Fo y este o primitivă a lui (fo q) + e”, 
adică, 


(100) pd = Fop +0 


Demonstraţie. Funcţia F fiind o primitivă a lui f, este derivabilă pe J şi 
F" = f. Însă q este derivabilă pe Z (ipoteza (a), deci 


si Fog este derivabilă pe 7 
(Po 9) (1) =F(e(t)) - (0) = flo): 900 (we. 


Așadar, 
funcţia Fo q este o primitivă a lui (fo q): p”. 


3.2. Observaţie. Tinind seama de faptul că orice funcţie continuă admite 
primitive (observaţia 1.4. e)), putem aplica teorema precedentă, pentru func- 
tiile f continue. i 


3.3. Observație. În prima metodă de schimbare de variabilă distingem 
următoarele date și etape: i 

a) Se dá o funcție h : Z > R care are primitive (de exemplu o funcție 
continuă); l ; 
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b) Se caută două funcţii Z > J-Î> R astfel încit să putem scrie 
h(t) =f(p(1)) * și) (YE £; 
se spune că y este funcţia care schimbă variabila (/ în variabila z). 
c) Se caută o primitivă F a lui f, adică 


f fíajda = F + €. 


d) În aceste condiții o primitivă H a lui (fo q) - p” se obține din F prin 


` relația 


H = Fog, 


adică 
f aoar = feto) -p'(t)dt=Fop + €. 
Uneori se substituie formal 
p(t) prin z şi ẹ'(t)dt prin de 
in 
$ re) e'O 
şi se scrie „egalitatea“ 


(rew) ` ord = EL 


Această „egalitate“ nu are sens, deoarece: 

membrul, sting reprezintă mulţimea primitivelor funcţiei (fo p) : y” (care sint 
funcţii definite pe intervalul 7), 

iar 

membrul drept reprezintă mulţimea primitivelor funcţiei f (care sînt funcţii 
definite pe intervalul J). 

Cele două mulțimi pot fi diferite 


chiar în cazul cînd Z = J gi ge nu este funcția identică. 


„Egalitatea“ menționată mai înainte este o preluare formală, fără sens, a 
formulei de schimbare de variabilă în integrala definită: 


( fel) - pod = pd fía)dz, 


formulă care va fi demonstrată in capitolul II (teorema 4.1.2). 


a 


3.4. Tabel de integrale nedefinite 


ọ : I — R derivabilă cu derivata continuă. 
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4. f pr(x)p'(xz)dz = ESENE ee + €, nen. 
pa) 
2. f atajar PEL + e, ae RN{—1)}, și) c (0, œ). 
a 
3 f asi (edr — Lee, asRiN (4). 
Ina 
a, f ds hola e cr O (rez i 
p(z) 
5. Ma PA de A a e E TI 
ș2(2) — a 2a  |p(a)+a 
6. je = ‘l arc tg e(2) + €, a+Æ0. 
n A al a a 
Te f sinp(x) g'(x) de = —cosp(x) + €. 
8. f cosp(2) p'(2)dx = sing(z) + €. 
9. l dz Arol) + e ola) f (2x + k =z} (Week 
co. Fa 
10. f Pe qe — ctgala) +e, ọla) Æ {kn |k e Z), (zel. 
: sin*p(x) 
11. ( tglp(=))9'(a)dz = —In ! cos plz) | + €, ola) | (2x +92 teze. 
12. f ctglọlz))p'(z) dz = In |sin g(a) +6, o(a) E {kr |k e Z} (miel. 
13. Mes EIA in [pta + Veta) + =] He azi, 
Vea) + a 
14. y === "5 p(z) + V px) = a| + e, 
px) — Ne 
p(7) E (oo, —a) 
a>0 | sau 
p(1) C (a, 22). 
15. f do e dz = arc sin ala +.€, ~ a>0, q(f) c (~a, a). 
V a — q*(x) a 


A A A A A A E aa 


3.5. Exemple care utilizează prima metodă 
de schimbare de variabilă 


1) Sá se calculeze | cas + b)” dt, unde 


¿bEBRIAOREN Al; 


Am văzut la începutul acestui paragraf că funcția aceasta poate fi pusă sub forma 


A fielt) j (1) = A (at + b)n "a, 
a a 


unde y 
oll) = al + b, te R, (e este derivabilă) 
“si 
fla) = an, zeR, (f admite primitive) 
O primitivă a lui f este funcția 
¿na 
Fla) = — ` er, 
n+1 : 


devi, in baza teoremei 3.1 funcţia 
14 b\n+ı 
Pola) AP ep, 
n- +1 
"este o primitivă a funcţiei y 
Tole) 9 (1) = (at + one a. 
Asadar 


( (at mar ALEA e e 
a(n+ 1) y 


Pentru un calcul rapid se procedează astfel 


í (at + b)ndr = i: (al + be a di = | (at + b)” + adi = 
a 


a 


1 (| (at + bi ji d jar al bnr 


a n+1 aln + 1) 
2) Fie u : I > R o funcție cu proprietăţile: 
(a) u(t) 40, (Miel, 
(6) u derivabilă. 
Se cere să se. calculeze 
Mea Uu 
u(t) 


Funcția w avînd proprietatea lui Darboux (vezi Elemente de analiză matematica 
cl.a/XI-a) si ținînd seama că nu se anulează nicăieri (ipoteza (a)!, deducem că u’ pástrea- 
za semn constant pe /, deci 

sau u (1) > 0 (VW) te/ 
sau u (1) < 0 (V) tel. 
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Dacă u' > 0, atunci u este strict crescătoare. Însă u nu se anulează nicăieri (ipoteza 
(a)), deci 
sau u(t) > 0 (W) te! 
„sau ult) < 0 (V) tel. 
Printr-un raţionament similar se ajunge la aceeași concluzie si în cazul cînd w < Ù. 
Luind funcţia 


definită pe (0, 00) dacă u > 0, 
sau 
definită pe (— o0, 0) dacă u < 0, rezultă că 


EU dalti. tell 
ult) 
O primitivă a funcţiei / fiind functia 
F(z) = In|z| 
rezultă, aplicind teorema 3.1,că funcția 
(Fo u)(t) = In | uli) | tel 


E di a US 
este o primitivă a funcției —. Aşadar; 
: u 


CAUT = nu +e, 
u(t) 


Pe scurt, se poate proceda astfel 


Las =f lu (6) di =Inou + e. 
u(t) 


j sin 2t dt 
3) Să se calculeze la 
Luám 
1=R, J =[1,2] 
si 


Teste Ie sp 


definite prin 


ey E1 + sin, 
respectiv 
mz, 
a H} T 
Atunci f este continuă pe J, p este derivabilă, iar derivata sa 


p'(î) =.2 sin t cost = sin 2t 


este continuă pe 7. Deci sînt îndeplinite condițiile teoremei 3.1, 
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AAA APTA A <A 


sin 2t de q A | 
ja ea + j ape lee | flelo)e (eat. 


Funcţia 
Fr EL in, te[1,2] 


fiind o primitivá a lui f, rezultá (in baza teoremei 3.1) cá 


f sin 2t dt 
a O 
1 + sin? 
4) Sá se calculeze 
d 

| sin! 

unde functia 
l 
h(t) = 


este considerată pe un interval / C R astfel incit 
; sin tÆ 0 (VLE 
(de exemplu 7 = (0, 7)). 


Funepia considerată în acest exemplu nu pare, la prima vedere, a fi de forma 
[fo pig’. 


Pentru a o ađuce la această formă (sau la combinație liniară de funcții de această 
formă), vom face unele transformări. De exemplu, scriind 


si ohsurvind cà 


obtinem 


n 
. OT PTAR 
sIn / + ut) 
ta—= 
85 
adică functia de sub integrală este de lipul considerat în exemplul precedent, unde 
f 
ul) = tg—. 
2 
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Deci, în baza exemplului precedent, avem 


f A det n pez |+e 
sint 2 


Se mai poate face si transformarea 


A Sintea sin t «sin t | sint 
sin t sin% 1 —cos2r (4 —c0st) (1 + cost) -2 4 — cost 
A sine 
a. 
„Deci 2 14cost 


1 1(. sin! i : i 
pa: u= (sin Apt 1 __ Sint de 
sin £ 2 1. — cost 2)1>+c08st 


+f (1 — cos 1)” uif (1 cos y 


2 ` 4-— cos t 2 J- 1+ cost 
1 Ă {= 
= In [1 — cost] —Lin (4 ++ cos) =*1 1 =t] 3 
2. 2 2 1 + cost! 
sd. 
1 — cost]? YAN 
SN ze e e = In| tge- e. 
.4 + cos z + : 87 |+ 


5) Sá se calculeze integrala 
f V IF tg” dt, 


unde funcția de sub integrală este definită pe intervalul 3 => z) 


Avem 
+ 1 + tg 
1 + tg? dt = | dt 
jr ER Z + tgĉt 
Punînd 
E A e T, 
dp 2 
unde ° 
p(t) = tg ż, 
4 
NA aTa 


deducem că 
p'(t) = 1 + tg% 


şi deci 
1 + tg dt = EAUS dt = \ f(p(2)) p'(t)de. 
pa g2 de lo zij frem (e) 
Întrucât 


| fade = hi de = In (2 + VITA) + e, 


A 


obtinem 
f V1 F tg? dt = In (tg t + Y1 F tz) + e. 


.6) Sá se calculeze: 
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| Mia 
unde functia 
2 
: ty0+1 
este definită pe un interval 7 c (0, co). 
Punînd 
AAA 
unde 
ele Er E 
t 
si 
i det. 4 
MEA 
avem 
E 
p (1) =1 + a 
și 
2 , tli 
o p lee, E E y A: 
Vara | a Ai Ve) +2 
12 
Deoarece 


| fajas = în (x +V F) +e 
deducem, aplicind teorema 3.1, 


P+a e r E 
[ar = n (e) +2) + e 


== as Lenin PA VE qué 
t E 


t 


7) Sá se calculeze | Vaz + bt + cdt, a >0, 


unde funcţia 
t—> Va rue 
este definită pe un interval J pe care at? + bt + c este strict pozitivă. 


Dacă at? + bt + e nu are rădăcini reale, atunci Z poate fi R, dacă at? + bt +c 
. are rădăcinile reale a, 8 cu a < B, atunci avem 
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definită prin 


I C(—oo, «) sau I a 00). 


Deoarece a > 0; avem 
dad =Ż [(2at 4-b)? $ 4 ac — b] 
a 


si deci 
tel=>(20+b)3?> b?— 4 ac. 


Considerăm acum funcţia 
p:I-—R 


olt) =2 at +b. 
Din cele de mai sus rezultá cá 
p* (1) > b? — 4 ac, 
p(t) =2a, tel. 
Punind 
fla) =V 24 4 ac — b, . 
observăm că f este definită pe orice interval pentru care a? > b? — 4 ac. Deoarece 
LE > q2(t) > b? — hac 
rezultă că f este definită pe intervalul (7); avem 
flo) =V Bat +b + aa — i = 2V a Vai rit e 
şi deci 
fielt) plt) = kaya Va + di + c. 
Din exemplul 2.2 (7) deducem că ; | 


hac — b? 


In |£ + Y + kac — b| +e | 


(rioja = 5 Va + hac — b? + 


și deci din teorema 3.1, obținem 


(Var ++ cdi E [a +) Va + bt +e + 
a 


hac — b? 
—- In 


2y a 


8) Să se calculeze 


+ 2at+b+2Ya Vat + bre 


je 


| Vaio + c dt, a <0, 
unde funcția 
to Va + be 
este definită pe un interval 7 pe care at? + bt + c este strict pozitivă. 


Aceasta are sens numai dacă rădăcinile trinomului sînt reale și distincte. În acest 
caz dacă rădăcinile sînt œ şi B, « < B, atunci 


I C (a, $) 


si 
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b — 4 ac >O. 
Deoarece a < 0, avem 
4 
at? + bt + c= — — (8? — (2at + by), 
ha 
unde 
è = V bè? — 4 ac. 
Considerăm acum funcția 
p:I>R 
definitá prin 
p(t) = 2 at + b. 
Din cele de mai sus rezultá cá 
<, tel, 
p'(t) = 2a. 
Punind 
Ma) =V à, 
observăm că f este definită pe orice interval pe care z? < 32. Deoarece 
te I= gt) < 3? 
rezultă că f este definită pe intervalul p(7) si avem 
fle(t)) = V 82— (Rat + b)? = 2V Zay at F bt F c 
şi deci E 
Flo(t)) - p'(t) = aa =a V at? + bt F c. 
Din exemplul(2.8) ded icem că 


j flæjdz = — xY/3— az + Z arc sin F +e 


to | 


şi deci, din teorema 3.1, obținem 


kay —a 
b? — hac 2at + b 


2 arc sın yb: = +] 3 


a port car = a pa VP eF + 


+ 


sin 
1 


astia Fede = | (as + Va FeFe + 
a 


hac — b? A 
a 0 (2ax + B+ 2/a Vaz: 4 bz + + e. 
>/a 
3.6. Exerciţii: 


I. Să se calculeze, utilizînd prima metodă de schimbare de variabilă, 
primitivele următoarelor funcţii: 


3u 


az 4+ 2 
1. = — —~ 
f(x) Da 
80 + 6x 
2. = ai 
fla) dat + 32? + 5, 
sin z 
3, , 
(e) 4 + costa 


7. f(2) = 2x sin(a? + 1)0%8(* +0 


8. flx) = a? e”, 
9. f(x) = tg x + tex, 


10. f(z) = sin z cos?z, 
11. f(x) = sin? cos?z, 
12. f(2) = sin?z, 

18. fla] = Sin 2 + cos x 


> 
sin æ — cos s 


14. fle) = te? + tgtx, 


15. fía) = sinz 
cos e 
> 1 + tgr 
16. a 
f(x) ERS 
R A LE”. 
Vi=a 
18. = a » 
8. f(x) EE 


2 
19. f(z) = E 


20, fla) = ——, 


Via 
21. f(x) E Va — e5 ga! 
22, f(x) = —— 


ot + Ina)’ 


se — 
.e(— 
se [— 


ela la E] 
Nj|a 
a 

` 


ea 
a, 


| 


„28. f(x) = cos z-sin (sin z) «cos (sin z), ze R. 


24. fla) = TUA ze (0,7). 
. 1 — costz 
1 

Wi — 2 E 

f(x) EE ze (0, 00). 
26. f(1) =Y1+ 2, xeR. | 
27. f(1) =Va 32 + 2, ze (2, 00). 
28. f(z) = V2 F r1, zer, 
29. f(x) = V= a + 322, ze (1, 2). 

3 
30. f(z) = V9 — 42, A ze[-4. 3) 
31. fle) = y 2 +20 +2, zeR. 
82. f(z) = æy (z — 17, ze (1, o). 
83. fla) == ze (1, 00). i ' 
34. f(x) = aresinz z e (0,1). 
a? i 

35. f(z) = = z e (0, œ). 


VaAFaFI 
$4. A DOUA METODĂ DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 


Am văzut că în prima metodă de schimbare de variabilă se căuta să 
se pună funcţia de integrat, h, sub forma 
| ho) =D), 
şi o primitivă H a lui h se obținea compunind o primitivă F a lui f cu 
funcția q: 7 

5 H =Fop, 

„Există situaţii în care este mai uşor de găsit o primitivă a funcţiei 
h =(fop)p” decit o primitivă a funcţiei f. 

În a doua metodă de schimbare de variabilă se cunoaşte o primitivă H 
a funcţiei h = (fo ọ)ọ' şi se cere să se găsească o primitivă F a funcției f; 
F se obţine din A astfel 

Il 


4.1. Teoremă (A doua metodă de schimbare de variabilă). Fie 7 y J intervale din R si 


Y, f 
IEIET 


funcții cu proprietăţile: 


a) q bijectivá, derivabilă, eu derivata nenulă pe 7, 
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b) funcţia k = (fo p)p” admite primitive (fie H o primitivă -a sa). 
Atunci 


(1) Yunctia / admite primitive, 
(2) funcţia H aq! este o primitivă a lui f, adică 


f roaz = H a g” $ C 
Demonstrație. Funcţia H fiind o primitivă a lui A este derivabilă şi H’ = 
=h = (fwg) p’ 


Însă din ipoteza (a) rezultă că funcția inversă q! este derivabilă pe J, 
deci 


Hoy” este derivabilă pe J 


(H o g)" (x) = H'a (a) = 
= (fo ppa) -p(o (a) (pla) 
= f(s) 9 (0 *(x)) - = i — = fa (Yr E J. 
9 (7 (2) 


Aşadar, functia Hoy! este o primitivă a lui f. 


4.2. Observaţie. Ipotezele (a) şi (b) pot fi înlocuite cu următorul grup 
mai restrictiv de ipoleze: 

a) e bijectivă, derivabilă cu derivata continuă si nenulă pe 7, 

b’) f continuă pe J. 
Ipotezele a”), b’) implică atit ipotezele a), b) din a doua metodă de schimbare 
de variabilă cit si ipotezele (a), (B) din prima metodă de schimbare de vari- 
abilă: 


4.3. Observaţie. Fie f şi q funcții care verifică ipotezele (a”) si (b’). Atunci 
pentru o funcție F: J + R are loc echivalenta: 


t este primitivă a lui [> Fog este o primitivă a lui (fo plo. 

Cu alte cuvinte: 
„În ipotezele a”), b’), cele două metode de schimbare de variabilă sint echivalente“. 

Implicatia de la stînga la dreapta reprezintă prima metodă de schim- 
bare de variabilă, iar implicatia de la dreapta la stinga rezultá din a doua 
metodá de schimbare de variabilá. 

Într-adevăr, să presupunem că luncţia Fog este o primitivă a lui 
(fo p)p” şi să notăm 

der. 


HE Fog. 


Atunci, în baza celei de-a doua metode de schimbare de variabilă, funcţia 
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3 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


Hog!=Fogogi =F 
este o primitivă a lui f. 
4.4. Observaţie. În a doua metodă 
următoarele date gi etape: 


a) Se dă o funcţie f : J>R 
continuá); 


de schimbare de variabilă se remarcă 
„i 


care are primitive (de exemplu ò funcţie 


stant, deci ọ este strict monotonă, prin urmare există q; se spune că 
Ņ¢ =g: J > I este funcția ċare schimbă variabila (x în variabila +); 


c) Se caută o primitivă H a funcţiei 
(fo pp”, 
adicá 


[row wa =H +0. 


d) În aceste condiţii o primitivă F a lui f'se obţine din H prin relaţia 
F=Hog”, 
adicá 


| fiz)dz = Hoy 4 6, 


4.5. EXEMPLE CARE UTILIZEAZÁ A DOUA METODĂ 
DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 


4 2 
1) Să se calculeze ; f = ja 
ler 
Funcţia f:R—R definită prin 
def. ex 
t|] = > 
f(x) re 


este continuă. Luăm funcţia q : (0, œ) >R definită prin 


pt) = In z. 
Această funcţie este bijectivă, inversa sa fiind 


pla) = (Wren, 


iar derivata sa 


este nenulă pe (0, 00). 


Căutăm o primitivă a funcţiei 
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+ e : 
pt op e e 


Avem 


t TE tg (L ar —In(t +t) +. 
from owas a = fa £ re ăla 


Notind cu 
H(t) = t ~ In(1 +1) 
primitiva lui k = (fo q) * y”, rezultă în baza teoremei 4.1 că funcția 
(Ho q1)(z)= e* —In(1 + e”) 


este o primitivă a funcţiei f. Deci 


| e de= et Ing +e) +e, 


41 +e 
2) Să se calculeze e ET dz. 
Luám (1, œ) 2> (0, œ) > R, unde 
1 i 2 
ss si ol) = — 1, 
f(x) a 
deci 
qua) =V TF gl) = x, 
Avind , 
nea 21 il E ma 
id a E TT 
= A ) t=In An + 
Muza ¿44 
rezultá 


3) Să se calculeze 


yi F a 
Funcția f: (0,00) > (0,2) definită prin 
def. 4 
fiz) = Pai LT 

este continuă. Luám J = J = (0, œ) si p :1 > J definită prin 
a =2 
il t 

á 5 : 5 I: 
Observăm că q este bijectivá, derivabilă, iar q” este continuă şi nenulă pe 


1 
pu =a 
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ax 


Deci (observatia 4.2) sint indeplinite condifiile teoremei 4.1 
Observám cá l 


4 
(fop)(0)-9'(1) = A oala a APERE 
1 i Fira == EPA) 
12 En 


deci o primitivă a funcției (fo q) - p” este funcția t> — YT + (2, prin urmare 


f (Fop)(1) «pde = — YTF + e. 


Aplicind teorema 4.1 și finind seamă că pla) = ES obţinem 
£ 


| dz AS RA 
22/13 a æ 


4) Să se calculeze 
f Var dz, (a >0). 
Funcţia f : (—a, a) = R, definită prin 


[5 A 
Na) Vaza 
este continuă, F ia p: 2, 2 ini 
inuă, Funcţia q: ( = A > (a, a) definită prin 
p(t) = a sin t 
este bijectivă, derivabilă, cu derivata continuă și 
6 Pt) = a cos 10, (Mes (—E, 3) 
2 2 
Observám cá 
fielt) (1) = Va = aë sm? + a cos t = a? cos? 


deci (vezi exemplul 2.2 (2)) 
e a? ; 
| felt) “ea = Sl io ) pes 


a? A 
= SII + sin 1/1 Sant ) + e 
Aplicînd teorema 4.4 și tinind seama că | 
p (a) = arc sin Y , 
a 
obtinem 


a 
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V == > Eom 
ar — y £ n == 
f d arc -Si + sin arc sin 1 (sn (are sin 


js 


= z(e arc sin Č +2 Yæ = =) + e. 
2 a 


Ve ae a >0, 
a+ z 

a—z 

soto Y 


este definită pe intervalul (—a, a). 


5) Sá se calculeze 


A e] 


unde functia 


Funcţia 
if —, —|>(—4,0 
+ { 2 =] pl 


definitá prin i 
p(t) = e sin t 


. 


este bijectivá, derivabilă şi 


9 (1) = a cos 150, (me (—E> =). 


2 
Avem 
a—a sin t 
t)) 9 (2) = — "a cos t= 
fel) +91) yan 
: 2 
= ast cos == 20 A 
4 +sint 1 +sint 
si deci i 
| flol) - pla = af (1 — sin t)dt = a (1+ cost) + €. 
Deoarece 


. E 
px) = arc sin — 
a 


deducem, aplicind teorema 4.1 


f(p)(2)dx = a | arc sin Ep Qi E + e. 
a. a2 


6) Să se calculeze f Vaz + bx + c de, 


unde a >0 gi b? — hac <0. 


Functia 
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fla) = Vaz F ba Fo 
este definită și continuă pe R. 
- Considerăm următoarea schimbare de variabilă 
Y:R>R 
definitá prin : 
Ya) = Vaz + Va F br Fc 


. Avem 


j= 2ax + b 
Wax) = TR 
(a) Va + fai 


Să arătăm că Y (2) Æ 0(V)z e R. Dacă ar exista Zo E I astfel încît p'(x,) = 0, atunci 


2V a |/ ar? + bz, +e + 2a%p +b = 0, 


deci 
talas) + bay + c) = (20%, + b)?, 
de unde ar rezulta egalitatea 
b? — hac = 0 
care contrazice ipoteza din enunţ. Avînd 
| p(z) 0 (VxeR 
şi . 
7 b 
Y ( e = Va >0 
=a 
rezultă 
yiz) > U (VxeR, 
deci. de 
(x) Y este strict crescătoare. 
Pe de altá parte, pentru orice x0 avem 
al > 
dl) = az? — (ax? + ba + c) z = 
Va Vara = T 
Visl21 | +42 
x? 
o 
= 3 
pa zl ya +2 yA 
az? 
deci 
(B) lim ya) =: —Ë 
x->— o 2V a j 
Evident. 
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ON 


(y) lim vi = + æ. 


x>w 


Din (a), (8), iy) rezultă că 


iar funcția 


satisface condițiile teoremei 4.1. Punind 


t= Y(z) 
găsim 
l—yary =ar +br+ce 
şi deci a: 
a = ao 
Deoarece _ 
Flota) < p'le) = (t — Va plt)) ee, 
deducem 
(reo: g'(t)dt = — ya Pe) + | tp'(0)dt = — Va + tplt) — | eiar. 
Dar 
Bo de d hat? — b? de + 
ona- faza ăi sai A) 2Va +b 
(ER. at= | far bu d 
+2) ai E * A = 
+ (60 — dac) = In (2 Var + b) + € = 
> ar = e e In (2 Vut + b) +0, 
deci 


Vat bi b hae n yT b)+ e 


Va pt) + tel) — Vaz + ía Baya 


Únete = — 
Aplicind teorema 4.1 obţinem 


| taras = -Eat z (Vaz + az + ba Fo) — 
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| 


Va 


aa 


Vaz + VaT F ba Fo)? + È (Vas + Vai Fi Fa) + 


kac — b? in a qe 
ra E (Vaz + Vaz F baz Fo) +9] + e = 


aya 
= 2 Vaz + b 3 b 
+ sperta pte + — Vaz F brt ce — 
ka 


_ eVa , tac—p? 2 o 
a T 8a ya In Rar +b + 2/0 Yan Fdo Fe) + e 
adicá 


A SUN 4 i ii ast ze e eu 
| For To mde= E [ieas + b) ax? + ba poe + 


hac — 


be A 
+a” (2az +b + 2y ay 22 F br F o+ e. 
4.6. Exercitii 


Sá se calculeze, utilizi ab 

3 izind a doua metodă de schimb iabilă 
A . a are de vari a 
primitivele urmátoarelor funcții: y 


= e" — A 
1. f(z) = poz i z e (0, 00). A 
2. f(z) = cos: /z, z e (0, 00). 
3. E sin z Te 
fa) cos z|/1 + sin2z, | sa (- 2” z) 
E e i 
(FDY Fa zeR 
1 
5. fla) = — 
f(x) ipat VIEI ze (0, 00). 
4 
6. fia) = 3== 
Flux) (22 + 2) Part ze (0, 00) 
_ atarctg a 
ta) EZ, ze [E 4 
8. fla) = A 


zVirara 


$». INTEGRAREA FUNCȚIILOR RATIONALE 


n on m o funcție f : I > R, unde I este un interval din R, 
S ională dacă există două polinoame P gi icienti 
lo atu aia p şi O cu coeficienţi numere 
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P(x) 

Q(z) 

O funcție rațională f'se va numi simplă dacă este de una din următoarele 
forme: 


i) f(x) = lx” + ar + ... + anat + a; 


(Y) x E I >0(2) 40 gi f(x) = 


ii) f(x) = pip unde n € N*; 


iii) f(s) = ca a unde n E N* gi b? — hac <0. 

Se arată că orice funcție raţională se scrie ca o sumă finită de 
funcţii raţionale simple gi prin aceasta calculul primitivelor unei funcţii 
raţionale se reduce la calculul primitivelor funcţiilor raționale simple. 

Vom da în continuare metode de calcul a primitivelor funcţiilor de tipul 
ii) şi iii) analizind pe rînd diverse cazuri particulare. 


5.2. Dacă funcția raţională f : Z > R este de forma 


f(x) = 
rr —a 
şi 
IC (a, co) sau IC(— oo, a) 
avem 
| : dz =ln|x— a| +€, 
zz — a 
adică 
| 1_ da =In(x— a) +0 dacă Ic (a, oo) 
ea 
gi 
| i dz = In(a — x) + E dacă IC (—oo, a). 
—a 
Dacă funcţia raţională f : Z = R este de forma 
1 
f(x) = Ear" nen, n>2 
gi 
I c (a, co) sau I C(—oo, a), 
avem l 
1. 4 5 
Lt dd 


5.3. Dacă funcția raţională f: 7 > R este de tipul 
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f(x) = para E 


şi 
f ICR, 
atunci se ştie că 


1 A 
Prr SS 


Dacă funcţia raţională f: I > R (I c R) este de tipul 
f(x) = nE N, n>2 


ra 


„vom da o formulă de al pentru calculul lui 


i =h op a 
n f (a? a A 
Inmul 
obti aps şi impártind mai întîi cu a?, apoi adunind giscázind x? la numărător. 
ÎI, = A | a? 1 f a+z 1 a? 
n a (2? + a2)n dz a? (22+ ajn T — Z | EEFT dz a 


== pa -f TE dz]. 


Primitiva din paranteză se va calcula prin părți 


a? 4 4 
E = — Bs A i , 1 
f (2? + a2)n x 2(n — 1) (Aaa € + Șt z) —— == =1) FIT = 
e ae ae z A 
an 0 at În" 
Deci Bg 1 E RP 2n — 3 
a [ezi pa Eaa m|: 


Înainte de a trece la calcularea primitivelor celorlalte funcții de tipul iii) 
vom face următoarele observații. 


Observaţii: (a) Funcţiile de tipul iii) pot fi considerate (dacă se dă a factor 
comun forțat: la numitor) ca fiind de forma 
B'z + 0' 
z) = — 
Ha) (2 + po + q)" 
cu 


p? a 4q = E — ge =3 P a < 0. 
a a 


(B) Dacă p?— 4q < 0, atunci 2? + pa + q se poate scrie ca suma de 
douá pátrate: 
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cda RIE Eje = 


= (2+2) + = pe 


unde 
2 
plz) =s + È şi s= yE >a 


5.4. Dacă funcția f : I > R (Z CR) este de tipul 


4 
| == 
atunci folosind observaţia (PB), avem 
le) 1 plz) = 
= = — arc tg -— + e = 
ETE a MES Fej ad 3 8 3 
2x + p 
= arc tg =+ e 
y aq — pt 5 fa pi 


Dacă funcţia rațională f Fa de tipul 
f(x) = — ne" n>3, 


(22 + pz + q)” 
cu p? — 4q <0, atunci în baza observaţiei (B), putem scrie 
1 
f(x) = 


ip’le) + P 


unde 


— p? 
a)=2+42 şi P4 E, 
Deci a 
zdz =| il de =F e 
f fí ) a. æ) + sp d? | Îpa(2) + 32 «fs sp og + 
unde F este o primitivă a funcției f 
1 
e A 
(u2 + 82)n 
al cárei calcul a fost descris in 4.3. 
Dacă funcţia raţională f este de tipul 


zx 
fx) Ir TT LEX! 
atunci, inmultind și împărțind întîi cu 2, apoi adunind gi scázind p, obţinem 
E 2a + p D” 1 i i 
ÎN a (+ porq 2 (+ pe +q)" 


A doua functie din membrul drept este, abstractie fácind de constanta 
E, de tipul precedent. 
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Pentru a calcula o primitivá a primei ii di 
| primei funcţii din membrul drept, f 
schimbarea de variabilă băi 


F(z) = + pe +q, 
şi obținem: 


2x + p tC Ta) 4 
—— dz = \ —= == 
| (a? + pz + q)" dl f Yn(z) de (n — 1)Yn-1(2) T C= 
1 1 


On parai | € 


5.5. Exemplu. - Se consideră funcţia raţională 
1 
pi e e 
(22 + a+ 41)? 
Avem, aplicînd procedeul de mai sus 


EAE E A 1 
2 


(22 + æ+ 1) 2° (+ e41)? (+ + 1) 
și deci 
1 1 1 
f = e A entire | no A 
| 2° (arat) +> TEPE ai 


Aplicînd acum procedeul de la 5.4 funcției 


NNT. 0. 
: (2? + 241) 
vom ave 
(22+ 1) + 2441) =40+2+1)-3 
si deci 


qm ie i | ala? 241) (2a Al A 
d (para = 

laz E tele Aş 

Ed Stari (22 + z+ 1} 7 


Aplicînd i ii pri i la i i | 
im plicînd formula integrării prin părți la termenul al doilea din membrul drept 


f 1 

(22 + + 4) 
1 

o f (22 +1): 


GS az ELE as BL 2 A 
3 (2? + æ + 1) 3 242+1 A > TC În 
si deci 

l 1 1 2+1 2 

FR de = MM 2 1 

j (22 + 2 + 1)2 ratioan 


Aplicînd acum procedeul de la 5.3 obținem: 


CIEN APEI E 23 
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in final gásim 


+41 3 1 4 2+1 
| (22 + z +1)? 2 preti 6 peti 
4 2 om + 1 1 x—i 1 2 22+ 1 
>. — arcte—— += — -.—É—arctg —— + €. 
+3 Vă i V3 ü 3 -PFY N v3 Ñ v3 


Admitem fără demonstraţie următorul rezultat: 


Teorema (Deseompunerea tunețiilor raționale în funefii raționale 


tie raţională 


P(x) 
(a) = 22% (Q(e) 40 (Wzel 
Q(z) 
lo P şi Q sîni polinoame prime între ele. Prosupunom că doscomprunores lui 
în factori primi ar korma 
( E "q Pal Bi , Moa A7 Pr 
(a — a) e (2 1m) (2 4 Miz + Ny) (27 +H M,x + 8/4) 
itunei f se descompune, în mod unie, 
dy j An 
A a E a ap 
n=iL (2 dn)! | În) es 2 — An. 
T pin Li m 
| B3 j 4 1 Bin E t Um | 
Y jt (z? M m2 + Nm z M me + ÎN 
unde este un polinom cu coeficienți reali, iar am, Mn, Nin, At, BP, GF 
sînt constante reale gi Mi, —4N <0 


5.7. Observaţii. Practic, pentru a realiza o descompunere a unei funcții 
raţionale ca sumă de funcţii raţionale simple se procedează. astfel: 
Se face împărţirea cu rest a lui P la Q. Vom avea 
P=L-Q+R 
unde R este un polinom de grad strict mai mic decit gradul lui Q şi deci 
P(x) L( R(e) 
Pa La) +, 
Q(z) Q(=) 
i) Se scrie formula de descompunere ca în enunţul teoremei în care coefi- 
cientii A,..., B;..., C,... sint nedeterminaji. ; 
ii) Se aduce la același numitor în membrul drept şi se pune condiţia ca 


numărătorul fractiei care rezultă în membrul drept să coincidá cu numărătorul 
fractiei din membrul stîng, de fapt aceasta revine la a scrie că două polinoame 


coincid. 
iii) Se obţine un sistem liniar în care necunoscutele sînt coeficienţii cău- 
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m 


tati A,..., Byee, Cyane 
| Deci, existenţa gi unicitatea soluţiei acestui sistem este echivalentă cu 
existenţa și unicitatea coeficienţilor din teorema 5.6. 
Procedeul descris mai sus de găsire a coeficienţilor Man Birrae ¡Core 180 
numește metoda coeficienţilor nedeterminafi. 


5.8. Exemple 


1) Sá se calculeze 


4 
1 
1 2 idy 
p a+d 
pe un interval 7 care nu conţine punctul z = —4, 
Vom avea 
4 
Boj en +A 
td +4 
şi din z? + 4 = (x + 1) (a2— x + 1) deducem căare loc o descompunere de forma 
—x +1 A Bz + C 


+4 + at pe . 
Aducind la același numitor în membrul drept obţinem 
241 = A(z? — s + 1) + (Bz+ Cl +41), (Ve e 1 
și deci 
=24+1 = (A + B) + e(—-A+ B+C)+ A+C, (Yzel, 


ceea ce conduce la sistemul 


A+B=0, 
—A + B +C=1, 
A+C=1. 
Un calcul simplu ne dă 4=2, Paad, Gah. 
3 3 3 
Deci 
| 

2 1 1 2x —1 

fix = g + —. — 

(æ) 3 3 æ—zr+1 


z+i 
a 2 2 
Prin urmare Pg L In (e +1) 
Va 2 +5 pe 


2) Sá se calculeze 
1 
f A pa uz 
pe un interval care nu conține punctul z = 0. 


Divizorii ireductibili ai lui 2% + 25 sînt æ si a? +4. Primul are ordinul de mul- 
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tiplicitate 3, iar al doilea are ordinul 4. Avem deci 


1 Ar 1 Aa Asu Bete, 
e le en 


Aducînd la acelaşi numitor în membrul drept obţinem: 
4 = Ae? + 1) + Aela? + 1) + Aala? + 1) + (Bz + C) 


şi deci sistemul 


A+ B=0, 
A+ C= 0, 
A + 43=0, 
A = 0, 
A= 1; 
a cărui soluție este 
A¡=-— 1, 4=0, Ag=1, Bit, (=0, 
Deci i 
1 e 
1 PY q 
; de VAZI 
Prin urmare | ar ni gat e. 


3) Să se calculeze 


zt +t 

Divizorii ireductibili ai lui sê +22 +1 sînt æ? +v +1 şi 22—2 +1. Fiecare dintre 
acești divizori are ordinul de multiplicitate 1. Avem deci 

Bz + C Bix + C’ 

M t" 
a+ao+dt z x+d 
Aducind la același numitor în membrul drept obţinem: 
æ +1 = (Be + 0) (2 — e+ 1) + (B'z + 0) (22 + s +1) 


care conduce la sistemul 
B+ B'=0 


—B+C0C+B8'+0=0 
B—C+B'+0=1 


C+C =1 
echivalent cu sistemul B+B'=0, 
—=B+B ==, 
C+C'=14, 
a cărui soluţie este 4 1 
B=-=,B'=--,C=0, “=i 
Avem 2 2 
1 z 1 x—2 1 21 — 1 1 1 
g) = = = —— — = = 
f(e) 2 eti 2 m-a 4 teti ‘(+4 +3 
2 4 
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1 2-4 pg 1 
k —r+1 4 _ 1p,3 
pa] + 
de unde 
+1 1 i+zr+! 22 +1 1 lat, 
ZT? agp > n == — — arctg —+ = arctg —+e 
Cr "TE a 2/8 v3 “2/3 V3 
4) Sá se calculeze 
A A 
ra. 
pe intervalul (—x, 7). 
Facem substitutia 
t=tg=", xe(—r n) 
obținem 
x= p[i) = 2 arctg t, te (—œ, +00) 
şi 
2 
(1) = . 
ee) eE 
Punind 
1 
Ey E —r, 
fl) 2 sin x — cos s + 5 E mm), 
obţinem 
1 
fla) = = —: 
me 1 tg 2 
2 — +5 
rte? 14482 
+ tg 3 + tg z 
, 1 A O. IRA PRR. RI 
Me = —, TEP 1+% 6p ata HUH 
App 4 pe 
Deoarece 
1 1 3+1 
1)-0'(1)d: =| ———— dt = — arctg —— e 
f roen: leram e ale Tt +e, 
obținem 
i 3 tg a 
ida = — arc tg —— n + e. 
| rola ante — 


5.9. Exerciţii. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii raționale, 
utilizind descompunerea în funcţii raţionale simple: 
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1 | 
1. f(z) = =R 
fle) 2+ 20+3 E | 
+ ara 
| 2. ias: jaa pa o bu ze (—oo, 0) 
8. fla) = #+e+i i = i 
fia) (z — 1}? (2? — 24 1) ze | 00, ) 
2 
' 4. E cd IA = (—2, —1 
qn (æ + 1) (2? + 32 +2) de 
a? — 4 
e as De eek 
' 14a? 
6. E) = . ze R. 
a) ai — 220 + 322 — 22 +1 d 
jl ? 
+4 
Ye == £ 0, 1). 
dar ar e (0, 1) 
1 
8. f(z) = ————— » æ e (0, o). 
ala +1) (+2) 
» 3 
4 
9. f(z) = f æ € (0, œ). 
ale +1) (æ + 2) (2 + 3) q. 
+1 
. = —— 1 E O, o). 
158 7) Æ p (4 — VÈ) + e(1—- 12) +1, 
4 
11. = — >» x e (0, oo). 
| f(z) as 
2 
z 
12, f(x) = , xeR. 
f(x) 134 
a — 3 
13. = , zen. 
N fla) 2 + az +5 
2 
14, f(z) = + ' z e (0, œ). 
' fle) (22 + 3) (£ + 1) 
4 
15. = E EE > ze (0, 00). 
i fe) ala? + 1)? 
| 5,10. Exerciţii. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii reducti- 
bile la funem raţionale: 
I. 
1 fina] | 
1. a RR A re (—1, 00). | 
fl) 1 aF 2e +2 | 
1 4 FE) | 
2. E E -ÓáIAÁ A > i n 
fle) (1 + æ) 1 F r se[o, 2 
1 
3. = ——— » ER 
| Ma e i 
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4 — Elemente de analiză matematică, cl. a XIT-a 


t e G O 
f(x) AVE =P 
5. o A 
fla) Vx. 10 — a?y? i 
6. fa e a 
fle) 4 Via Za 
Y. f(2) = 


A e i 

(1 — Aye” 

8. fla) = 2V1 Feta 
1+z+Virzra 

9. fla) = y — pază, 


pra 1+ aa 
A = ZE e a 


II, 
$ 
A. f(z) =——-, 
3 + cos æ 
4 
2. fle) = ——, 
) 1 + sin?z 
1 
8. f(z) = ———— E 
îl) sin x — 2 cos x + 3 
1 
4 fla) = = 
sin a (2 + cos æ — 2 sin 
5. fla) = ==, 
1—+ sin x 
A 
6. f(x) = sin x cos £ , 
Sin x + cos z 
2tegz-+3 
Y f) = 2 m, 
fle) sin2z + 2 cos2z 
1 
8. fla) = —————, 
fle) costa sin2z 
2 2 
9. Tia = 2 sin + SORR. 
sin z — cos z 
__ 2 
10. f(z) = E 


14 444 2asin a 


ek. 
ze (2,5). 


ze (0, —1+/2). 


ze (—1,1). 
zeR. 

ze (—1,5). 
ze (—1,5). 


gelr, T) 


m _ + T 
= a] 


P ze (o, 5j. 


senfa | kez. 


sefe 3) 
TEF] 


T Tr 
zel==, —|. 
2 z) 


unde a este un număr real 0< a < 1. 


Funcții integrabile 


$ 1. DIVIZIUNI 
1.1. Definiţie. Fie[a, b] un interval închis gi mărginit din R. Se nu- 
mogte diviziune a intervalului [a, b] un sistem de puncte 
| A = (Lo, Vir +.) Tai) Zn) 
din [a, b] astfel încît 
"<A NM Es EE. = 0 
Uneori vom nota diviziunile astfel: 
A= la E GB E ase Sta =) 


Cea mai mare dintre lungimile intervalelor 


[Zo, zl, ET £o], m [xp Tal 
so numeşte norma diviziunii A gi se notează: || A ||. 
Aşadar, 
All LE max (2, — ti): 
I<ig<n 
1.2. Exemple. Sistemele de puncte 
A, = (0, 1), 
A =(0, A, 1), 
4 4 
=(0 5 A 1) 
5 3 2 3 5 


sint diviziuni ale intervalului [0, 1]. Aceste diviziuni au respectiv normele: 
1 1 
A, l= 1; | 4 l= lä => 


1.3. Observaţii: a) Dacă [a, b] este un interval, atunci A = (a, b) este sin- 
gura diviziune a lui [a, b] de normă egală cu b — a. Orice altă diviziune a 
intervalului [a, b] va avea norma strict mai mică decît b — a. 

6) Pentru orice număr real r > 0 există diviziuni A ale intervalului [a,b] 
astfel încît 

LA [| <r. 
Într-adevăr, să notăm cu L lungimea intervalului [a, b]: 
L=b—a 


şi să luăm un număr natural n astfel încît 
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L 
n>=s 
ï 


Impártind intervalul [a, b] în n părți egale, obținem diviziunea 


A= [a a+ E. atat, com, b). 


care are norma egală cu L . Deci 
n 
L 
|| A Il = a < Tr. 


1.4. Exerciţii. Determinati normele diviziunilor: 
A, = [o, A, 2, Ml &, 1). 


10 99 92 
1.5. Dei tie, Fie 
dy = (Zo, Ti; Tai En 
SI 
= (Yor Yis- Ym- Ym) 
două diviziuni al ui interval [a, b]. 
de spune că A, este mai fină decit A, dacă 
A, este şi pune al diviziunii A, adică mulțimea 
(dia A fa] 
este inclusă în multimea 
¡Yo EN Ymi 
Dacă A, oste mai fină decit A, vom serie 
A, € As 
1.6. Exemplu. Fie 
A, = (o, š i): 


suuet al diviziuni 


Fig, Ml, 


diviziuni ale intervalului [0,1]. Atunci 
AC Ap AZ As, Ar LA). 


1.7. Observaţii. a) Dacă A, A' sînt diviziuni ale intervalului [a, b] astfel 


încât, 
AG A, 


atunci 
NA < 1A 1]. 


Deci, prin trecere la o diviziune mai lină, norma diviziunii se micşorează, 
B) Din || A” || < || A || nu rezultă, în general, că Ac A'. De exemplu, 


dacă 
A=A, = (o, A 1) 
2 
A = A,=(0, L2, 1), 
$ g 
atunci 
1 1 
Ax l=2=== |] A 
ja p=E<=11A 1 
şi totuşi 
Ag A 


1.8. Dotiniţie. Fie 


A Sas Ey met 


şi 
Aa + (Yo, Yir Ym) 


două diviziuni ale intervalelui [a, b]. Diviziunea formată din mulţimea 


PA ; . | f 
{tos Tiss Znas U Wo Yio es Int, 


alo căroi elemente sînt luate în ordine strict crescătoare, se numește reuniu- 


nea diviziunilor ^, A, și se notează 
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1.9. Exemplu. Dacá 


1.10. Observaţii. a) Reuniunea A, U A, a două diviziuni este mai fină 
decit fiecare din diviziunile A,, Aj: 


'A c AUA, si Ac AU A, 


6) Dacă 
Ap=— En ca 2 
Az = (Yos Yi s Ym) 
gi 
ALU A = (Zs Ziezo) 
atunci 


p<n+m-_—1. 


1.11. Exerciţii. a) Determinaţi reuniunea perechilor de diviziuni 
a = (0, ras a 1), 
(1) 


A = (0, e, e?, 10), 


e A” = (0, 1, 2, 3, .., 10). 


b) Fie p, q două numere naturale și diviziunile 
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pn pn pn pn 
Mk 

ar (0 + > A. i 
gn qn q” gr 


Sá se arate cá: 
i) ACA” <p divide pe g; 
ii) A’ U A”CA unde 
1 2 k (pa) — 1 1) 
= (o i” seose? p pane A . 
(pg) (pa) (pa) (pg) 


$ 2. FUNCȚII INTEGRABILE 


2.1. Definiție. Considerăm următoarele obiecte: 

1) un interval închis gi mărginit [a, b]; 

2) o funcție f:[a, b] => R; 

3) o diviziune A = (£p, Tı, ..., 2,) a intervalului [a, b]; 

4) un sistem de n puncte £,, £,,..., E, asttel încît 

Zi S bi < ti (| <is<nm) 

numit sistem de punete intermediare asociat diviziunii A. 
Numărul real 


se numește suma Riemann asociată funcției f, diviziunii A gi punc- 
telor intermediare £,, £,,..., É. Acest număr va fi notat prin o, (f, E) sau prin 


e, (f, Es. 


2.2. Observaţie. Dacă funcția feste pozitivă, atunci suma Riemann o, (f, És) 
reprezintă suma ariilor dreptunghiurilor de bază z; — xi; şi de înălțime 
f(&), 4 si < n). Deci o,(f, éi) aproximează aria mulţimii din plan, denu- 
mită subgraficul lui f, 


T; = ((7, y ER |a <x <b, 0< ys fl), 


delimitată de axa Oz, graficul funcției f gi dreptele paralele la axa Oy care 
trec prin punctele de coordonate (a, 0), respectiv (b, 0) (fig. 11.2). 
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Fig. IL2. 


Piná acum nu ne-am pus problema ce înseamnă că o mulțime mărginită 
din plan are arie şi cum s-ar defini aceasta. Noţiunea de arie va fi studiată în 
Capitolul III, paragraful 1, unde se va arăta că dacă funcţia f este continuă, 
atunci mulţimea TI, are arie și 

i b 
aria(T'y) =f f(x)dx. 
a 
O functie f : [a, b] — R s 105! ntesrah 


Riem: i uplu, integrabilă 


Numărul real i este interrala sau int: F nith a 
funefie Je ervalul fa, b] si se note 


\ f(z)da 


Ja 


2.4. Observații.(x) Pentru un interval fixat [a,b], numărul I f, asociat fie- 
cărei funcţii integrabile f :[a, b] > R este unic determinat de f. 

Într-adevăr, dacă /,, Z, ar fi două numere care verifică condițiile din defi- 
niția 2.3, atunci pentru orice e > 0 ar exista Npe >0 (k = 1, 2) astfel incit 
pentru orice diviziune 


A = (%p, Zi, Zn) a lui [a, b] cu [| A |< mu. Y orice puncte intermediare 


Zia <& < 2 (1 <i<n) să avem 


|oa(f, E) — Ly | Als (k = 1, 2). 
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Luind 


det 
n. — Min( ny. Mae) 


rezultă că pentru orice diviziune A a lui [a, b] cu || A || < n, şi orice sistem 
(€;) de puncte intermediare asociat lui A, avem 


loaf £) — I< È și loaf 1 <i> 
deci 
A E E A ti=e 
Cum e >0 a fost arbitrar, rezultá 


(B) Orice funcţie integrabilă f : [a,b] > R este mărginită, adică există o con- 
stantă M > 0 astfel încît 


|f(2)]<M  (V)z € [a,b]. 


Într-adevăr, să notăm cu Zp integrala lui f pe intervalul [a, b] și să luăm e=1. Din 
definiţia integrabilitátii lui f, rezultă că există ns > 0 astfel încît 
(1) loaf, E) —1p1<1 
oricare ar fi diviziunea A = (%p, £p ..., Zn), cu || AJ] < y, si oricare ar fi punctele inter- 
mediare 
Es e [tip zi] (1 Şin). 
“Considerind o diviziune fixată 
A = (Ls, Si sees: 29) “cu || AME m 
este suficient să arătăm că f este mărginită pe fiecare interval [Chas Th) al acestei divi- 


ziuni. În acest scop, considerăm un element arbitrar æ e [zhR- zu] si luăm următorul 
Sistem de puncte intermediare 


Bi des lo dacă i+ k 


z, dacă i= k. 
Atunci din (1) si (2) rezultă 
: | flan — 2) + Y fla — ti) — Ip 1<1 
iFh 
deci 
f(x) | < Mr 


unde cu Mp am notat numărul real pozitiv 


; :— ti 5 
il Fr Pa 1 da zia) 


(y) Integrala definită a unei funcții f este un număr real, spre deosebire de 
integrala nedefinită a lui f care este mulțimea tuturor primitivelor lui f. 
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2.5. Exemple. 


1) Fie f :[a, b] > R o funcție constantă 


fíz)=c,  (VW)xE[a, bl. 
Vom aráta cá f este integrabilá gi 


f fx)dx = cb — a). 


Se observă că, oricare ar fi diviziunea 
A = (%p, Li, 2n) 
a lui [a,b] gi oricare ar fi punctele intermediare 


Liar S E Sa, 1<i<Sn), 
avem 
oalf, £) = PAE — ti-i) = clan — 20) = cb — a). 
1=1 
Deci, luînd 7 = c(b — a), avem 
Isalf, E) =1|=0<e 


oricare ar fi e > 0. Prin urmare f este integrabilă gi 


j, f!z)dz = c(b — a). 


a 
2) Fie a € R şi f :[a, b] > E definită prin 
f(x) = UL, (v) ela, b] 
Vom aráta cá f este integrabilá gi 


( f(z)dz = Ž (b? — a). 


Pentru orice diviziune A = (£o, 21, --:; 2n) a intervalului [a, b] cu norma mai mică 
ca y > 0 şi orice puncte intermediare A 


Ziua SE < ti 1Sisn, 
avem 


n n EPE Te 
(1) oath E) = PO fD (i = zu = PO! as La 
i=1 i= 


+5 [rén = [poe — zica). 


ici 


Deoarece f(x) = ax pentru orice x e [a, b], deducem 


O aul im (& me 2). 


Observind cá mir este mijlocul intervalului [x;..,, 2;], deducem 
2 


58 


a pfi t ti 
(2) |n (e )|- la 13. 
Pe de altă parte avem 
(3) ră qe) (a —aja) = mE (ei + ti-i) (2i — zi) = 


deci din relaţiile (1), (2) şi (3) deducem 


calf, E) ui: i ama a) |< lalnb-—a). 


Fie acum e > 0 şi 


obţinem 
oa (f, E) — = (b? — a) | < e, 


pentru orice diviziune A cu || A || < și orice sistem de puncte intermediare asociat. 
diviziunii A. De aici rezultă că f este integrabilă şi că 


Y f(z) de = a (b2 — a2). 


.3) Sá se arate că functiá 
f(x) = cos z 


este integrabilă pe orice interval [a, b] c R şi 


b : 
f cos x dg = sin b — sin a. 
:JO 


Fie A=(0=x<2,<..<py=b) o diviziune a intervalului [a,b] gi fie 
Es e [zin zi] (Sin) puncte intermediare arbitrare. 

Aplicind teorema creșterilor finite funcţiei f(2) = sin æ pe fiecare interval [zi- zi] 
(1 <1< mn), obţinem punctele c; € (x;.,, xi) astfel încît 


sin 2; — sin zi = (zi — 2.1) 008 c (1 < ¿< n). 


Tinind seama de aceste egalitáti putem scrie: 


(1) calfe E = Y5 cos Eilai — au) = SA cosc (2i — aș. 
i 2 Lia ey ado Zi) + 
F 2 (cos E; — cos ci) (zi —z;-1)= y (sin a; — sin xi.) + y (cos E;—cos ci) (2;—x;.1)= 
t= 1=1 


t=1 
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n 
= sin b — sin a + 25 (cos Éi — cos ci) (2; — zi-a). 
1=1 


Aplicind acum teorema creșterilor finite funcţiei f(x) = cos æ pe intervalul [E;, es] 
sau [ci či], obţinem un punct 0; € (£;,c;) astfel încît 


cosE; — cos ci = (E; — ei) sin0,, 
deci 
| cos č; — cos c | S | č: — ci | + |sin0; | < [1 A ll, 
prin urmare 
n n 

(2) $ (cosE; — cos e) (zi — ti) | SIA 135 (zi — xi) = I| A l| (b — a). 

1=0 i=1 

Din (1) şi (2) rezultă: 

(3) | oalf, &) — (sin b — sin a) | < || A || (b — a). 


Pentru orice e > 0, luăm n, astfel încît 


0 <% Z 
— a 


Atunci din (3) rezultă că pentru orice diviziune A, cu || A [|< n, şi pentru orice puncte 
intermediare E; are loc inegalitatea 
Isalf, &) — (sin b — sin a) | < e. 
Aceasta arată că funcţia f(x) = cos x este integrabilă pe [a, b] 
si 1 


b 
f cosrdg = sin b—. sin a. 
a 


2.6. Exemple de funcţii neiniegrabile. 1) Vom arăta că funcția lui Dirichlet 
g :[0, 1] > R definită prin 
ee s dacă x este rațional, 
0, dacă x este irațional 
nu este integrabilă. 
Fie A = (č 21, cu, zu) o diviziune a intervalului [0, 1] şi fie 
Ei, El € [tin ai], 1<i<n 
două sisteme de puncte intermediare alese astfel încît 
fiecare lE; (1 < in) este rațional, 


iar 
fiecare És (1< i<) este irațional. 
Atunci 
elEs) = 1 si gl) = 0, (1<i<n), 
deci 
(1) sA(g, E) = 1, calg, E”) = 0. 


Dacă g ar fi integrabilă, atunci ar exista 7 e R care ar verifica condițiile definiției 


60 


2.3. În particular, pentru 0 < e < z ar exista ne > 0 astfel încît pentru orice diviziune 


A = (£o, Zi, «=» Zn) a lui [0,1], cu [| A || < n, avem 


| 
(2) laale, E) — I |< eși oale) I |< e. | 


Din (1).și (2) rezultă 
11=1J|=|oalg, E) —1|<e. 
11|=|0—1|= |oalg, E) —11<e, 


ceea ce conduce la contradicfia [| 


1= 14 TS 11114 Id << 20 + | 
Așadar, funcţia g nu este integrabilă. | 


2) Funcţia ga:[0, 1] >R definită prin 


— , dacă ze[0, 1] || 
gula) = 4 2% | 
0 „dacă x=0 | 
fiind 'nemărginită pentru a > 0, rezultă din observaţia 2.4 (6) că nu este integrabilă. 
2.7. Observaţie. Dacăf, g:[a, b]>R sînt două funcţii cu proprietăţile: , 
(a) f este integrabilă pe [a, b]; 
(B) există o parte finită A C [a, b] astfel. încît 
| g(a) = f(a), (Y) x ela, xa, | 
atunci 
(1) g este integrabilá pe [a, b] 


şi 


(2) | s(a)dz = |} fads. 


Este suficient ca demonstrația să fie dată pentru cazul cînd mulțimea finită A este 
formată dintr-un singur punct c, deoarece cazul general se poate obține din acesta prin 
inducție. Presupunem deci A = {c}. 

Funcţia f fiind integrabilă, este mărginită (observația 2.4(B)), deci există M, 70 
astfel incit 


If) |< M, (Y)z e [a, b] 


luind 
def. 
M= max(M,, |g(c)|) 
rezultă l 
fío) ¡<M  (Vjzel[a, b] 
si 


lgliz) | <M  (Vjz e[a, b] 


f fiind integrabilă, înseamnă că pentru orice e > 0 există n, > 0 astfel încît 
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(1) ox (f, 81) mi [(x) de o 


oricare ar fi diviziunea A = (%p Zu = Tn), cu NA ¡p< fai şi oricare ar fi punctele 
intermediare - č; e [ži vil S i< n). 


Luind 
deft. > . € 
Ne nun fig > gal 


, 


avem Ne < Ne 
si 


(2) 4Mne < 


w|a 


Dacă c este un punct al diviziunii A, atunci există 0<j<n astfel încît e = aj. În 
acest caz singurele puncte intermediare care ar putea coincide cu c = aj sînt punctele ¿j 
sau Ejyp i 

Deci tinind seama de faptul că f(x) = g(x) (Y) sc, obţinem 


Salf, E) — oalg, . Ši) < 


2 (Es) — 8(E4) (2i — zi) 


(iza — 85) S 


<fr — el čj) 


(i — ia) + ini — gl Éjyr) 


SAMIA N< Mie <> 


Dacă c nu este un punct al diviziunii A, atunci c este conținut într-un interval deschis 
(Lh.1) £R). Deci singurul punct intermediar care ar putea coincide cu c este punctul Ex, 
prin urmare 


n 


ÓN Ei) — gl Éi) (eri — tia) 


1=1 


oa (fi Ei) = Uk (g, Es) 


€ 
(ak — ha) <2M || All < 2M he < e 


E | Fl En) — el En) 


Din analiza fácutá piná acum rezultá cá, oricare ar fi pozifia punctului c, are loc ine- 
galitatea 


(3) oa, č) — cale, Ei) | <, 


Din inegalitățile (1) şi (3) obținem 


b 
osle En) — f falda 


< €, 


adică g este integrabilă gi 
b b 
f sade = | fiede. 
a 


a 
N 


2.8. Observaţie. Observatia precedentă arată că dacă f este o funcţie integrabilă 
pe [a,b] şi dacă se modifică valorile funcţiei f într-o mulţime finită de puncte A = 
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| | 


= (ay, ao, ..., am) C[a, b], atunci funcţia nou-obfinutá este încă integrabilă și integralele 
celor două funcţii sînt egale. 

Dacă modificarea valorilor funcţiei f se face într-o mulţime infinită de puncte, 
atunci funcţia nou-obţinută poate să nu mai fie integrabilă. Într-adevăr, funcţia con- 
stantă 


folz) = 0, (y)z e [0,1] 
este integrabilă (exemplul 2.5 (1)). Totuși funcţia lui Dirichlet (exemplul 2.6 (1)) 


na | 1, dacă ze [0,1] NQ, 
0, dacă z € [0, 1]NQ, 


care se poate obține prin modificarea funcției fọ pe mulțimea infinită 
[0,1] NQ 


nu este integrabilă. 


2.9. Teorem šă. Pentru o funcţie f :[a, b] + R următoarele afirmații 
sînt echivalente: 


(a) f este integrabilă; 
(B) există un număr real / astfel încît. 
oricare ar fi şirul de diviziuni 


A, = (Lp, Lis es 2), n EN) 


ale intervalului [a, b] cu 
lim || A, |=0 


n>0 
gi oricare ar fi punctele intermediare 
tics, eighe N) 


şirul sumelor Riemann 


falh Tiea 


converge la /. 


Demonstraţie («) = (B). Presupunem că funcția f este integrabilă şi vom arăta 
că are loc afirmația (B). 
Fie deci 


An = (a =, al, ¿ny e = b) 


un sir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel încît 

(1) lim || An l| = 0 
n> s 

şi fie 


Eu S [ap 21] Usi hy) 


. puncte intermediare. 


Funcția f fiind integrabilă, există /; e R cu proprietatea: pentru orice e> 0 
există y, astfel încît oricare ar fi diviziunea A cu || A || < n, gi oricare ar fi punctele 
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intermediare č; are loc inegalitatea 
(2). | oal, Es) — Ij |< e. 
Din relaţia (1) rezultă că există un rang n, = n(n,) astfel încît 
| An << M rbag 
deci, finind seamă de (2) obţinem . 
oa, (6%) Ip |< es (Wn>n, 
adicá 


lim ax (f, En) există = y. 
n>0 n 


(B) > (a). Să presupunem că f verifică condiţia (B) şi să arătăm că f este integra- 
bilă, mai precis, numărul / care figurează în condiţia (B) este chiar integrala lui f. 

Dacă numărul 7 n-ar fi integrala lui f, atunci ar exista e, > 0 astfel încit oricare 
ar fi > 0 există o diviziune 


An = (20 Phases Ehn) 
a lui fa, b] cu || An || < y şi există punctele intermediare 
apa SEa (KiS key) 


astfel incit 
ea, => 
E 3 1 A 
Luind în particular y = — (n = 1, 2, ...), obținem o diviziune 
n 
An = (20 TR, sas Tin) 
a lui [a,b] cu 
4 
(4) I| A || <= 
n 
şi un sistem č” de puncte intermediare 
ay şs gn < cn, (1 six kn) 
astfel încît, 
(2) |a RTS (n=4,2, ..). 
Din inegalitatea (1) rezultă că 


lim || An || = 0, 


n—>00 


iar din (2) rezultă că șirul sumelor Riemann 


(94, (fe hen 


nu converge la 7, ceea ce contrazice ipoteza (6). 


2.10. Observaţie. Condiţia (B) din enunţul teoremei 2.9 este echivalentă cu condiţia 
următoare (aparent mai slabă) 
(67) oricare ar fi șirul de diviziuni 


An = (20 dt, cai Ein) (n e N) 
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ale intervalului [a,b] cu lim || An || = 0, şi oricare ar fi punctele intermediare 
n—co 


SOS, (ik; nen, 


şirul sumelor Riemann este convergent. 


Evident (8) = (B^). 
Demonstrația implicatiei (8') > (B) revine la a demonstra că toate sumele Riemann 


{oan E) ey cu lim || An [= 0 


au o limită comună. 
Presupunem că (8) are loc; fie 


A, = (a = Tp, Th en Tia = b), (n eN); 
AS, = (a = Yp YD ...) Yon == b), (n e N) 
două şiruri de diviziuni ale intervalului [a, b] cu 
lim || A’ || = lim || A” ||=0 
a | ll qa f a l 
şi fie punctele intermediare 
aa SE S, (1< iS kn; n EN), 
Pa < MS Y? (1<1< pn; n EN). 
Considerăm șirul de diviziuni (An)nen definit în felul următor 
def ae as > E AS 
(Anjnen = (Aj Ay Ap âp eu Ajo Ar) 
iar punctele intermediare le luám astfel 


y. det 
p 


EX, dacă n = impar, 
| mp dacă n = par. 


Cum lim || An || = 0, rezultă din ipoteza (67) că șirurile de sume Riemann 
n—>00 
(94, tA En), (94; (f, m), (a, (f en 


sînt convergente; fie 1”, 1”, respectiv 1, limitele lor. Însă primele două şiruri sînt sub- 
şiruri ale celui de-al treilea sir, deci (Observaţia A 15) au aceeași limită. Aşadar, 


l=I=1". 


2.11. Observaţie. În cursul demonstraţiei teoremei 2.9 gi a observaţiei 
precedente s-a arătat că dacă este îndeplinită una din cele trei condiţii echiva- 
lente (x), (B), (8”), atunci integrala lui f este obţinută astfel: 


|i Nedz =lim o, (f, e) 


iar limita nu depinde de șirul de diviziuni A, = (20, 27, ..., 2R, ) ale intervalului 
[a, b] cu lim || A, | = 0 gi nici de punctele intermediare ErE[z? a, 27], 
n> 0 | 


(l <ix<k nen). 
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5 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


2.12. Teoremá. (Formula lui Leibniz — Newton ). 


Fie f :[a, b] > R o funeţie integrabilă care admite primitive pe [a,, el 
Atunci pentru orice primitivă F a lui f are loc egalitatea 


| a fíx)dz = F(b) — F(a). 


An= à Wines 18) 
un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel încît 
lim || A, I| = 0. 
n>0 


Demonstraţie. Fie 


Aplicînd teorema creşterilor finite funcţiei F pe intervalul [af_,, 27], 
obţinem Ef E (27, 2?) cu proprietatea 


Paz) — F(a) = FUER) (a? — aa). 
Însă, prin ipoteză F'(x) = f(x), (Y) x E [a, b], deci 
| F(a?) —F(z î_)=> FER) (af — ar), 
prin urmare 


kn kn 
oa, (f, E) = DORE) (24 — ata) = DOE) — Fla) = 
îi 1=1 
= F(b) — F(a), (VW nen. 
Atunci (observaţia 2.11) 
| fads = limos, (E) = PO) — Fla). 


) 


2.13. Notajie. În loc de F(b) — F(a) se folosește frecvent notatia 
b 
sau F(x) 


LF(2)1 


şi se citeşte: F(x) luat între a şi b. 


a 


2.14. Exemplu de funcţi 


ie integrabilă care nu admite it 
funcția ċonstantă egală cu 1, AS 


f(x) =1, (Vjz e [a, b] 
si g:[a,b] >R definită prin i 
1, dacă x Æ ARLA 
g(x) = 
Ad dl a ELE. 
2 
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Atunci (exemplul 2.5 (1)) funcţia f este integrabilă, iar funcţia g se obţine din f, 
modificind pe f în punctul 2 + y 


+ Prin urmare, în baza observaţiei 2.7 și funcţia g este 


integrabilă. 

Dacă g ar admite primitive, atunci g ar avea şi proprietatea lui Darboux (obser- 
vafia I. 1.4 (c)). Cum g nu se anulează nicăieri, rezultă că g nu are proprietatea lui 
Darboux. 


2.15. Observaţie. Din exemplul de mai sus rezultă că clasa funcţiilor integrabile care 
admit primitive, nu coincide cu clasa tuturor funcţiilor integrabile. 


Funcţia f :[—1, 1]> R definită prin 
2x sin. —2 cos Î, dacă z€ [—1, 0)U(0, 1} 
fia) = ES 
0 , dacă x=0 


fiind nemárginitá, nu este integrabilă (observaţia 2.4(B)). 
Se observă că funcţia 


a? sin A, dacă z E [—1, 0)U (0, 1], 
F(x) g 
0, dacă xz = 0 


este derivabilă şi F = f, adică f admite primitive. 
Există funcții mărginite care au primitive, dar care nu sînt integrabile. 


„ Prezentarea unui astfel de exemplu necesită noțiuni gi rezultate care depá- 


şesc cadrul acestui manual. 

Vom vedea în paragrafele următoare că mulțimea funcțiilor continue pe 
un interval [a, b] este conținută atît în mulțimea funcţiilor integrabile pe[a, b] 
(teorema 3.12) cit gi în mulțimea funcțiilor care admit primitive pe [a, b] 
(teorema 4.8). 


mmullimeg multimea pi/fimea 
functiilor functiilor lunctiitor 
integrabile continute core admit 
pelo, b pela, 6] primitive 


pelo, b 


ai 2.16. Propoziţie. Dacă f, z :[a, b] + R sînt două 2. integrabile, 
iar A, u E R, atunci 


Af + 8 
este integrabilă și 


y (Af(z) + pg(a)) dz = A falda + el g(a)dz. 
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Demonstraţie. Fie 
A, = (20, Ti, «o, Tka)» (n EN) 
un gir de diviziuni ale lui [a, b] cu 
lim || A, |=0 
n>o 
şi fie punctele intermediare 
Fa < Esa, ((<i<k,;n EN). 


Avem 


n 


(1) o4, Of + pg, €) = > DEN + esten la? — a) = 


$a 
n n 
= MONEDA — a) + e OEA — ala) = do, (fy E) +10, (8 E). 
i=1 i=1 n n 
Funcţiile f gi g fiind integrabile, rezultă (observația 2.11) că membrul 
drept al egalității (1) converge la 
i b b 
af f(zjdz + ef gl(z)dz. 
a a 
Prin urmare sirul (o An (Af + gg, eRe este convergent, și Af + pg este. 
integrabilă. Trecînd la limită în (1), obținem 
b b b 
Oro + usla) de= paz + uÈ a(az. 
2.17. Propozifie. Dacă f:[a, b]—> R este o funefie integrabilă 
pozitivă DS 
f(x) > 0, W)zela, dl, 
atunci 
X fíajdz > 0. 
a 
Demonstraţie. Fie 
A, = (20 Ti, ..., Ehn) REN 
un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel încît 
lim || A, I| = 0 
n>a 
şi fie punctele intermediare 
dusă sa, (l<t<k,;nenN). 


Atunci, f fiind pozitivă, avem 


Kn . 
05, (6 E) = PENA — ata) > 0, 
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deci 


(fade = limos, (f, 2) >0. 
2.18. Consecinfá. Dacă f, g : [a, b] > R sînt funeţii integrabile astfel 


îneît 
f(x) < glz), (WY) z Ela, b], 
atunci 
f; fe)jàz < y g(z)dz. 
a 
Demonstrație. Din ipoteză rezultă că funcția g — f este pozitivă. Deci apli- 
cînd propozițiile 2.16 gi 2.17, obținem 
b b b 
(sads — È fæjdz = $ (ete) — fiadas >0, 


adică 
j, f(a)dx.< y elajdz. 


` 2.19. Consecintfá. Dacă f :[a, b] > R este integrabilă gi 
m < fiz) < M, (Y) x <[a, b], 
atunci 
m(b — a) < |} fæ)dz < M(b — a). 
Demonstraţie. Aplicind consecinţa 2.18 funcţiei f şi funcțiilor constante m, 
M şi tinind seama de exemplul 2.5 (1), obţinem 
m(b — a) = ¡3 mdx< Ş, f(z)dz < y Màx = M(b — a). 


2.20. Observaţie. Orice funcție integrabilă fiind mărginită (observația 2.4 (B)), 
există m; M e R astfel încît 


mx fiz) <M, (V)z € [a,b]. 


2.21. Propozifie. Fie f :[a, b] >R gi c € (a, b) asttel încât restrie- 
file lui f la [a, c] gi la [c, b] sînt integrabile. Atunei f este integrabilă gi 


b 
f! aaz pa |; faz + |} fejas. 
a 
Demonstraţie. Notám cu f, restrictia lui f la [a, c] gi cu fa restricția lui f la [e, b] 


Prin ipoteză funcțiile f, gi f, sînt integrabile deci (observația 2.4 (8)), mărginite. Rezultă 
că f este mărginită, deci există M > 0 astfel încît 


| f(z) | < M, (Vx <[a, b]. 
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Utilizind din nou integrabilitatea lui fı si fa deducem că pentru e > 0 există 
Ne > 0 astfel încît 


T ig c : 
(4) f flajdo — oy (fi E) | 22, 
a 3 
» b 
(1) | fled — ox (la |< È 
y c : 3 
pentru orice diviziuni A” gi A” ale intervalelor [a, c] gi respectiv [c,b] cu || A” || < ne, 


Il A” Il < ne gi orice sisteme E” gi E” de puncte intermediare asociate diviziunilor A’ 
şi respectiv A”. În plus, putem presupune că, micşorind eventual pe ye, avem 


2Mn.<Z. 
w< 


Fie acum 
A = (Zo, Tis ..., Ln) 
o diviziune a intervalului [a, b] cu || A || < me Și punctele intermediare 
bi € [zin zi],  (1<i<n). 
Vom arăta că 
Loaf, E) —1|<e, 
unde 


de i flzjdz + f flæjdz. 


Într-adevăr, dacă c este un punct al diviziunii A, atunci 
A = (Zo, Tis +, Tp-1, c) 
este o diviziune a lui [a, c], iar 
A" = (e, Ept +», Tn) 
este o diviziune a lui [c, b] și avem. 
I A I< ne Il A” |< qe. 
Punind 
E = (En, Es ... En-1), 
E” = (Ep, Ep ..., En) 


avem 
SA(f, E) = ox (fo E) + oa (fas E”) 
si deci din (17) — (1”) rezultă 


Loalf, E) — 1 1<| 07 (fu E) -È fiz)àz <e. 
a 


+ o: (fas E") — l flajdz 


Dacă c nu este punct al diviziunii A, atunci există pe [1,2,..., n} astfel încît 
Tp-1 < € < Lp. 


Deducem că 
A= (Lo, ...) Lo-1) c) 
este o diviziune a lui [a, c], iar 
A” = (o, Lp, pas seca Cn) 
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este o diviziune a lui [c, b]. Punind 
E = (Ex Es, ...) Ep-1 e), 


E” = (e, Épt ..., En), 


obţinem 

, 6) = J i) (zi — Cir) + = Zp.1), 
cat, E) = PONES (as — at) + Min = pa) 

ip 
+ (fa E) = SS NEN + fie) ) 
» (fu E) = ¡xi — 2i.1) + fle) (e — ap), 
Sar (la Ly 1 p-1 
ogr (fe E) = YO FE (zi — iu) + fle) (ep d 

i=p+1 
și deci : 


salf, 5) = ox (fo E) + oar (fo 6°) + Flp) (tp — pa) — fle) (£p — 2p-1)- 


De aici gi din relațiile (1) — (1”) deducem 
ox (fo E) — y flajda| + |s- (fo, E") — ( fa)az 


+ + 


+ 1f(€p) — fie) | (£p — 2p-) 


Ioalf, E) — 1 |< 


gi deci 


loa, E) = IIS EHE HM < e. 


2.22. Definiție. Dacă a < b gif :[a, b] — R este integrabilă, atunci 
punem prin definiție 


(a) |; fíajdz = 0, dacă a =b 
gi 
(B) y f(z)dz = — (az. 


2.23. Exercifit. 


J. Să se calculeze sumele Riemann asociate funcţiilor, diviziunilor A și sistemelor ~ 


£ de puncte intermediare specificate mai jos: 


1. f :[0,1]> R, a=(ot,2. i). 
sli al 
capo bpr 
ios ei) 
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a sla dp 
8. f:[—1, 1] >R, A ( 1, rereh 
f(2) = e, & = (—In 2, 0, In 2); 
4. f :[0, 3] > R, A = (0, 4, 2, 3), 
¿e m A 
fla) = 2, E 77: 
. sf 2,25, 3. 
5. f :[1, 2] > R, apt 2), 
4 10 8 6 
Ns = (3 e pe art) 
1. 


1. Se consideră o funcție f :[a, b] > R integrabilă, astfel încît există o constantă a cu 
proprietatea: pentru orice interval deschis (2, 2”) C[a, b], există cel puţin un punct 
E e (z', 2”) în care funcţia f ia valoarea a. Să se arate că 


b 
f flajde = a(b — a). 
a 
2. Sá se arate că funcția f : [0,1] — R definită prin 


0, dacă 0sz< 


f(x) = i 7 
1; catia SzsS1 


este integrabilă, dar nu posedă nici o primitivă. Să se calculeze integrala lui f. 


8. Se consideră o funcție f:[a,b]— R integrabilă, astfel încît pentru orice interval 
deschis (2, æ”) C[a, b], există cel puţin un punct E e (2, x”) astfel încît f(E) = 2E. 
Să se arate că 


b 
f fiie Pa 
a 
4. Se consideră o funcție f:[0,1]> R integrabilă, astfel încît pentru orice interval 


deschis (2, 2”) C [a,b], există cel puțin un punct te (z”, 2”) astfel încît f(£) = 


——— + Sá se arate că 
tš 
4 
f f(z)dz = In 2. 
0 
5. Se consideră o funcţie f :[a, b] > R astfel, încît în orice interval deschis (2,2) E 
C[a, b], există două puncte E” e (2, 2”), E” e (x, 2”) astfel încît 
HE) = E, f(E) = 26”. 
Să se arate că f nu este integrabilă. 
6. Se consideră o funcție f :[a, b] > R pentru care există o diviziune 
A = (Zii Lis. o...) 


a lui [a, b] astfel încît f este egală cu o constantă «; pe fiecare interval deschis 
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(£i- zi). Să se arate că f este integrabilă si 


[falda = Das (ei — aim). 


i=1 
7. Sá se arate că funcţia 
T T 
a: E R 
Rp i 
definită prin 
f(x) = [sin æ | 


este integrabilá gi sá se calculeze integrala sa. 
8. Se considerá o funcţie 
f:[0,2]>R 
astfel încît 
ft a Y dacă v e [0, 1], 
a“ +1, dacă ze (1,2]. 
Să se arate că f este integrabilă și să se calculeze integrala sa. 
9. Se consideră. funcţia 
1:[0,11>R 
definitá prin 
f(z) = [252], 


unde [y] înseamnă partea întreagă din y (adică cel mai mare număr întreg mai mic 
sau egal cu y). Să se arate că f este integrabilă gi să se calculeze integrala sa. 


10. Se consideră funcția 
f: [0,2 3]> R 
definită prin 
f(z) = x — [2]. 


Să se arate că această funcție este integrabilă și sá se calculeze integrala sa. 


$ 3. INTEGRABILITATEA FUNCȚIILOR MONOTONE 
SI A FUNCȚIILOR CONTINUE 


3.1. Definiție. Fie f:[a, 5] >R o tuneţie márginita gi 
A = (Zo, Zu ---, Lp) O diviziune a intervalului [a, b]. Notám 


det inf f(a) 


mi = seje s] (= marginea inferioară a mulfimúif[x;_,, 251); 


del sup f(x) (_ i . Rae f 
M; ej, 2 marginea superioară a mulțimii f[x;,, zi); 


sa (f) CS miz, — Xi1), 
i=- l 
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MES Mx; — zi). 


to | 


salf) (respectiv Sa(f)) se numește suma Darboux inferioară 
(respectiv superioară) asociată tuneţiei f şi diviziunii A. 


3.2. Observaţie. Dacă funcţia f este pozitivă, atunci sa(f) (respectiv Sa(f)) 
reprezintă suma ariilor dreptunghiurilor de bază [zi — zi] și înălţime m; 
(respectiv M,). 

Deci aria figurii plane mărginite de axa Oz, graficul lui f şi dreptele para- 
lele la axa Oy, care trec prin punctele de coordonate (a, 0), respectiv (b, 0), 
este aproximatá de sa(f) prin lipsă, iar de Sa(f) prin adaos. 

3.3. Propozitie  Su- 
mele Darboux ale unei funcţii 
mărginite f :[a, b] > R au urmă- 
toarele proprietăți: 

(i) salf) < salf, Es) < Salf), 
(Mé E [tin zi; 
(ii) dacă A' este mai fină decit 
A (Ac A”), atunci 


salf) < sa-(f) 


X, 
Fig. 11.3. Sa (f) < Salf); 
(ii) pentru orice pereche de diviziuni A,, A, ale intervalului [a, b] are loe 
inegalitatea 
Salf) < Salf). 
Demonstraţie. (i) Înmulţind în inegalitátile evidente 


mi S Fl ts) < Mi, (Y) Es e [zi Fil, 
cu zi — 2, si însumînd după i, obținem: 


n n n 
Y Mi (2i — zi-u) s 215) (zi — aia) < ÈO Milti — si-i), 
t=d i=1 
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adicá 
salf) < salf, Es) < Saff). 


(ii) Fie AC A“gi să considerăm cazul cel mai simplu: diviziunea A’ este obținută 
din diviziunea | 


A= (Lo, Lio es Bici) Die cc Ln) 
prin adăugarea unui singur punct de diviziune cj între aj, si aj 
A' = (Lg Lio say i-as Ci, Zi, sc Ln). 
Notind 


m= inf fl) și m; =inf f(a) , 
refs 3] xe[ej, 4] 
rezultă $ 
mj S m} și mj mi, 
deci 


n 
salf) = mjlaj — i-a) + O mila; — 25.) = millas — ej) + (ej — ja) + 

i=] 

iz i 
+ milzi — zi) S milas — ej) + milej — čji) + DO mila; — zi) = salf). 

EF] F 

Cazul general se reduce la aplicarea succesivă a cazului particular studiat mai sus. 
In mod analog se demonstreazá inegalitatea 


Salf) S Salf). 


(iii) Fie A,, Az două diviziuni ale intervalului [a, b] şi fie A A AU Aj, reuniunea lor. 
Atunci (observaţia 1.10 (a)) i 
AC A, (VW k= 1,2, 
deci, aplicind punctul (ii), obţinem 
(1) Sa, (1) S salf) si Salf) < Sa, (P) (Y) k= 1,2. 
Însă (punctul (i)) 
sa(f) < Salf), 


prin urmare 


Sa, (f) < salf) S Salf) < Salf). 


3.4, Observație. Proprietatea 3.3 (ii) se poate exprima astfel: 
Prin trecere de la o diviziune la alta mai fină, sumele Darboux inferioare cresc, iar sumele 
Darboux superioare descresc. 
De asemenea, proprietatea 3.3 (iii) mai poate fi formulată şi în modul următor: 
Orice sumă Darboux inferioară este mai mică decit orice sumă Darbouz superioară. 
Aceste rezultate pot fi reformulate astfel: 


35.Propoziftie. Dacă f :[a, b] —> R este o funcție mărginită, atunci: 
(x) mulţimea (sa(f)ja a tuturor sumelor Darboux inferioare ale funcției f este majorată 
(de orice sumă Darboux superioară a lui f); 


(8) mulţimea (SA(f))A a tuturor sumelor Darboux superioare este minorată (de orice sumă 
Darboux inferioară). 


3.6. Observaţii: (a). Mulțimea {sa(f)} fiind majorată, admite (vezi Ag) o margine supe- 
rioară), notăm J(f) această margine superioară 


UA sup salf). 
A 


(8) Mulțimea (SA(f)) fiind minorată, are (vezi Ag) o margine inferioară; notăm cu 
Î(f) această margine interioară 


INS int Salf) 


(y) Pentru orice diviziune A a intervalului [a, b] au loc inegalitátile 


salf) < Uf) SH) < Salf). 


3.7. Teoremá. Fie f :[a, b] > R o funcfie mărginită.. Atunet urmă- 
toarele afirmații sînt echivalente: 
(i) pentru orice e > 0 există 7, > 0 astfel încît 
Salf) — salf) < e, 


oricare ar fi diviziunea A a intervalului [a, b] cu || A | < ye; 
(ii) funcția f este integrabilă. 


Demonstraţie. (i) = (ii) Avem inegali tățile 
(1) salf) < IA sf) Salf), (Y)A, 
deci 
< H(f) — HA < Salf) — salf) (Y) A. f 
Însă prin ipoteză, pentru orice e > 0 există me astfel încît 
(2) Salf) — salf} < e (Y) Acu JAll< ns, 
deci ' 
Sf) — Uf) < Salf) — sa (f) <e, (YA cu JAI ne 


Cum e > Y a fost arbitrar, rezultă că numerele reale Z(f) si Z(f) sînt egale; fie 7(f) valoarea 
lor comună. Atunci din (1) obţinem 


(3) salf) S TF) < Salf), (v) A. 


Însă (propoziţia 3.3 (i)) pentru orice diviziune A = (%p, Za; ..., £n) a lui [a, b] si orice 
puncte intermediare zi < Či <S zi, (1 S< n), au loc inegalitátile, 


(4) salf) < salf, Es) < Salf). 
Din inegalitățile (2) — (4) obținem 
Isalf, €) — UAI< Salf) — salf) < e, 


oricare ar fi diviziunea A a lui fa, b] si oricare ar fi puncteleintermediare č;. Aceasta înseam- 
ná că f este integrabilă și că 


f flojda= If) =f) = Ff). 


3.8. Observatie. Demonstrația implicafiei inverse este relativ simplă si se bazează 
pe următoarele relații dintre sumele Riemann gi sumele Darboux: 


salf) = inf {oa(f, E) | & € [ziz zi]; 1S ¿< n}, 
Salf) = sup {oa(f, E) | & ez, zil, 1 Sin} 


3.9. Teoremá. Orice funcție r-onâtonă f : [a, b] — R este integrabilă. 
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Demonstraţie. Dacă f este constantă, atunci (exemplul 2.5 (1)) feste inte- 
grabilă. Considerăm acum cazul cînd f nu este constantă; în acest caz 


| f(a) — f(b) | >0. 
Presupunem că f este crescătoare și pentru orice e > să notăm 
(1) def E 
f(b) — fa) 
Fie 


A = (Zo, Xy, cs Ep) 
o diviziune a lui [a, b] astfel încît 
(2) IA | < ne 
Funcţia f fiind crescătoare, avem 


flia) = m = int f(2), 
vE[x i- Si] 


f(z) = M, = sup f(x). 


SEN t] 


Din (3), (2) si (1) obținem 
Sa (F) = salf) = D (Mi — m) (2; — tia) = Y Ufa) — fai) Noi — Zia) 
i=1 i=1 


<A! pma- — fia) = Il A If) —fla)) < 
i=1 


< 10 — fa) g- f(a)) =e, 


deci f este integrabilă. 


Observaţie: În demonstrarea unor rezultate importante ca: 

— integrabilitatea funcţiilor continue, 

— calculul ariilor (respectiv volumelor) unor mulțimi asociate funcţiilor 
continue pozitive, 
se foloseşte o condiţie mai puternică decit condiția de continuitate. Această 
condiţie este îndeplinită de funcţiile continue pe intervale închise și mărginite. 
Vom admite, deci, fără demonstraţie următorul rezultat: 


3.10. Orice funcţie continuă definită pe un interval închis gi mărginit, 
f :[a, bd]— R, verifică condiţia: 


oricare ar fi e > 0, există ne > 0 astfel încît pentru orice 
(U) |z,z"e [a, b] cu | — x” | < y, are loc inegalitatea 
f(x) — f(x") | < e. 
Funefiile care îndeplinesc condiţia (U) se numese uniform con- 
tinue. 
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3.11. Exemplu de funcție continuă, definită pe un interval mărginit 
neinchis, care nu verificá conditia (U). 
Fie f : (0, 1] > R definită prin 


f(x) EI: cos L, 


Funcția f este continuă pe (0, 1], deoarece este compunerea funcțiilor 
continue 


pat şi £ => cost. 
x 


Să arătăm acum că funcția f nu verifică condiţia (U). 


: : 1 
Fie 0 <e < 1, Deoarece girul ( 


pearl converge la zero, rezultă 
2n(2n + 1) ]neN 


că există n. € N astfel încît 


4 3 
A Y) n > na 
mepi (y) j 
Luind un n > n: şi 
1 1 
=—», Ey 
2n 7. (2n + 1)r 
rezultă 
1 1 1 
=> = |— = m] = —— < 
[y | 2am  (2n+41)r 2n(2n + 1)% y 
Însă 


|f(z) — f(y) | = | cos 2nz:— cos (2n + 1) | = | 1 — (—1) | = 2, 
ceea ce arată că funcţia f nu verifică condiţia (U). 


3.12. Teoremá. Orice funcţie continuă f : [u, b] + E este integrabilă, 


Demonstraţie. În baza teoremei precedente f este uniform continuă, deci 
pentru orice e > 0 există y. > 0 astfel încît 


(1) (V) y, z” E [a, b], 
cu 


[a — g" | < he > | fx’) — f(x 


Fie A = (a = £o, £i, +, Zn = D) o diviziune a lui [a, b] astfel incit 
(2) [Al < he 


Cum orice funcţie continuă pe un interval închis gi mărginit este mărginită 
şi îşi atinge marginile, rezultă că există 


3) ‘Ui, vi E [tin zi] 
astfel încît 
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f(u) = m; = inf f(x), 


*E[% y 4] 


flu) = M; = sup f(x). 


sce] 


(4) 


Din (2) si (3) rezultă 
| tie — i | < mu 


deci aplicind (1) pentru x' = u; și 2” = 9 şi tinind seamă de (4), obţinem 
M; — mi = | flu) — f(u 


de unde rezultă 


(A <ix<n), 


Salf) = salf) = PM — mia — ai) < Y (a — a) = 


1=1 — a i1 


= (0-4) =e. 


Aceastá inegalitate avind loc pentru orice diviziune A a lui [a, b] de normá 
A || < me, înseamnă (teorema 3.7) că funcţia f este integrabilă. 


3.13, Exerciţii. 


I. Să se calculeze sumele Darboux asociate următoarelor funcţii și divi- 
ziuni: 


1. f :[0, 4] > R, a = ho e 71)» 
3'3 
d =, ss la e Eo: E 
Hal = = [aer at) 
edo, Eli, aho 7, E E, 2), 
21:0.5)> 1 6'4'3'2 
= si E A=[0, 2, E]. 
fia) =sin = A ( : =] 
97 5 3 
8. Si 2 >R, år= ld, —>» —» —»—, , 
f :[4, 21 i ( TE 2) 
DI PO 
fla) = E, (+ de 2). 
4 f:[0, 3] >R, A, = (0, 1, 2, 3), 
q? 
fl) = , Az = (0, 2, 3). 
hz 
4 
5. f :[—1, 1] > R, Am [= 7107 1). 
f(x) = e, A= (—14, 0, 1). 


II. Sá se arate că următoarele funcții sînt integrabile şi să se calculeze integralele lor: 
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1. fía) =V — 1, ze[1, 2]. 


2. f(z) =V x, x e [0, 2]. 
3. flz) = as, xel[0, al, a > 0, a>0. 
| 0, dacă x = 0, 
4. = 
fe) | min (+ In =] dacă z e (0,2]. 
x 


3.14. Calculul limitelor unor sume cu ajutorul integralelor. 
1, Să se arate că 


: 1 1 1 
lim [ e... — | = 
n>o T TH ma 
Pentru a vedea ce funcfie trebuie consideratá, transformám suma de mai sus astfel 
E Y 1 1 1 1 1 1 
mi id dat pe pa Fatah 
LS LS es 
n n n 
Vom considera deci funcţia f :[0, 1] > R definită prin 
det 
f(z) = 
1+ 


şi, pentru fiecare n > 1, formám diviziunea echidistantá 


4 
An= (1 =0<2% = <n maps =1 
n n n 
Ey r . 
de normă ||An || = —, iar în fiecare interval [x;.,, z;] alegem punctul intermediar 
i A 


def i 
PE —. 
n 


Se observă că termenul general al șirului din enunţ este chiar suma Riemann asociată 
funcţiei f, diviziunii An şi punctelor intermediare Ej: 


o RENE e A a Sl ci 
dan (6 5d = DONED — au) = 2 FL = = 


1+ — i=1 
n 
_ A 4 4 
n44 n42 : e 
Deci 
im | A +. +3] am 0 (psi y a 
no |n + 1 n+2 2n n-o Ara st oi+az 
= ln (1+ a) =m 2, 
0 


2. Sá se arate cá 
n>0 


do | Dat aa tt ai 
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Scriind suma de mai sus sub forma 
1 


Iv-a VE vu 


se observă că această sumă este suma Riemann asociată funcţiei f :[0, 1] > R, definită prin 


PR AA 


fa) F f 


diviziunii An şi punctelorintermediare E; definite ca în exemplul precedent. Deci 


1 1 1 j 
lim | XL Rs o UI BI = 
Di E E +=] me În Pi 
dz „al se A T 
= ——— = arc sin — = are Sin — = — e 
o /a— a? 2 2 6 


3.15. Exerciţii. Folosind metoda de calcul, de la punctul precedent, să se 
calculeze limita șirurilor de termen general: 


3 R n n 
Tz a mA PS i E zisa DRE O A 
i e| +V t Vt Va] 
moarta parta rit] 
n n n n 


8. sn = = sin? + PTR + ... + sin la = me]. 
„n n n n 
4. Sn 2 Bas cos E, + cos 27 +... + cos “> 
n 2n 2n 2n 
, i | 
d = heal 
Sn nl pa 1) + (n XA 2} + ll 


y 4. INTEGRAREA FUNCȚIILOR CONTINUE 


4.1. “Observaţie. În paragraful precedent s-a arătat că orice funcție 
continuă f :[a,b] > R este integrabilă. 

Deci, toate rezultatele, relative la funcțiile integrabile, obținute în para- 
graful 3, sînt valabile gi pentru funcții continue. 

Unele rezultate din acest paragraf sint adevărate numai pentru funcţii 
continue, iar altele se pot demonstra şi în cazul general al funcțiilor integra- 
bile. Totuşi, pentru simplitate, peste tot în acest paragraf vom lucra cu funcții 
continue. | 


4.2. Teorema de medie. Dacă f :[a,b] > R este o funejio con- 


tinuá, atunei există ¿< [a, b] astfel încît 


ra MES = f(E). 


Demonstrație: Funcția f,fiind continuă pe [a, b], este mărginită şi îşi atinge 
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6 — Elemente de analiză matematică, cl, a XII-a 


marginile. Notind 


m= inf f(x) şi M = sup f(x) 
sl z ela, b] z € [a, b] 
există u, v € [a, b] astfel incit ' 


f(u)=m şi fo) = M. 
Cum pentru orice tE b Y H ici 
i eria vr Ela, b] avem m < f(x) < M, aplicind consecința 
et 
m(b — a) < | Keda < M(b — a), 


de unde 


fu) = m < EN fede < M = fio). 


Cum însă f este continuă i 
i pe [a, b], f are proprietatea lui Darbo : 
există deci £ ET[a, b] astfel încît E E A 


(E) = f; fle)dz. 


4.3. Observaţie. Scriind te- 
orema de medie sub forma 


FENO — a) = WO da, 


punem in evidentá urmátoarea 
interpretare geometrică: 

Dacă f este o funcţie con- 
tinuă şi pozitivă pe [a,b], 
există un punct ¿Ela, b] astfel 
încît subgraficul lui f (Tr; vezi 
observația 2.2) are aceeași arie 
cu dreptunghiul de bază b— a 
Fig. II, 4. şi înălţime f(£). 


4.4. Propoziţie. Dacă f:[a, b] > 
îi Me ir ia t F:[a, b] > R este o funcție continuă, atunci 


| f fla)dz | < £ |f(2) | dz. 


. rucit este continuă rezultă ca est 10) tinuá | inind 
: e con . 
| seama de Inegalitátile | | 


= If < fæ) < fl), (WeEla, b] 


si aplicind consecința 2.18, obtinem 


A; f(x) | de < (ioaz < IN | f(x) dz, 


deci 
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y ftoda | < y | f(x) | dz. 


4.5. Observaţie. Rezultatul precedent este adevărat şi pentru funcţii inte- 


grabile oarecare. 


:4,6. Propozitie. Dacă f :[a, b] > R este o funefio continuă gi pozi- 


tivá iar [c, d] este un interval inclus în |a, b], atunei are loc inegalitatea 


("ioaz < { fayda. 
Demonstraţie. Aplicind propoziţiile 2.21 gi 2.17, obţinem 
| najas = [faja + haz + | fejde > | fă 
4.7. Consecinţă. Dacha < b gif :[a, b] + R esto o hineţie continuă 
şi pozitivă, neidentic nulă po (a, b), atunei 


i i fear > 0. 
Demonstraţie. Prin ipoteză există un punct z, € (a, b) astfel încît 
l Nah: 
Funcţia f fiind continuă, rezultă (propoziția A+2(6)) că există un interval 
deschis J astfel încît xy E J G [a, b] şi 
fía) >0, (Vaze. 


Fie [e, dJc J, ¢ < d gl | 


m int f(x). 
xElc, d] 


| 


Atunci există x, E [c, d] astfel încât 
m = f(x). 


Însă zı E[c, dC, deci f(x%,) >0, prin urmare 
l m >0. 
Aplicind propoziția precedentă, obținem 


0 < m(d —c) < y fla) da < ( fladze. 


4.8. Teorema deo existență a primitivelor unei 
tuneţii continue. Pentru orice tunefio continuă f :[a, b] — R, funcția 
F :[a, b] + detinită prin 

F(a) W fiat, 
a 
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(MW s E [a, b] 


6* 


este o primitivă a lui f care se anulează în punctul a. 


Demonstraţie. Fie x € [a, b] si zela,blcuzz Zo: Atunci (definiţia 
-2.22(8) şi propoziţia 2.21) 


Ha) Pta) = ef de — (P fat =$ finar. 


Aplicind teorema de medie integralei Ş. [(0)dt, obţinem E. E [£o x£] sau 
Xo ` 


Ex E [z, £o], (după cum x, < x sau x > r) astfel încât 
f fdt = (Ea — 2). 

Din (1) şi (2) rezultă 
F(x) — F(2)) 


T— Lo 


deci 


Fla) — Fiz . 
lim FU — Fi) — tim (€) = fa) 
XA =— Lo XX 
(deoarece £. este cuprins între æ şi xo, iar f este continuă). 

Dacă xo = a (respectiv z = b), atunci 


lim ZO- E — fla) 
x>a t—a 
x>a 
| espana iaa 40 10) è 
x—>b v — b 
x<b 


În concluzie F este derivabilă pe [a, b] gi F' = f, adică F este o primitivă 
a funcției f. În baza definiției 2.22(«), avem 


F(a) =f foa = 0. 


Teorema următoare determină toate primitivele unei funcții continue 
date, primitive care se anulează în acelaşi punct. 


4.9. Teoremá. Fie f:[a, b] > R o funcție continuă si g :[a, b] >R 
o primitivă a lui f care se anulează într-un punet Yo E [a,b]. Atunei g are forma 


a) = erou zeta. 
Demonstraţie. Am văzut (teorema 4.8) că funcția 
(1) F(a) = Pa 


este o primitivă a lui f. Cum diferența a două primitive ale aceleiaşi funcții 
este o constantă (propoziţia I. 1.3), rezultă că există k € R astfel încit 


(2) F(x) = glz) +k, (V)æ E[a, b]. 
84 


Insá 

g(x) = 0, 
deci 
(3) k = Flo). 


Din relaţiile (2), (3), (1) şi propoziţia 2.21, rezultă că pentru orice xE [a,b] 
avem. 


gla) = Flo) — k = F(z) — Fa) = ( feat — (> fat = y float. 


4.10. Teoremá (formula de integrare prin părți). Dacáf, g [a,b] > E 
sînt două funefii derivabile, cu derivate continue, atunci 


f fize'(a)az = fiat) ara. 


Demonstraţie. Formula de derivare a produsului a două funcţii derivabile 
(F: gy (o) = f'(x) gle) + fle) g (a), (Y) x E [a, D] 
arată că funcția produs, f- g, este o primitivă a funcției f’ cda fag Deci, 
aplicind formula lui Leibniz-Newton (teorema 2.12) gi propozitia 2.16, obji- 
nem: 


f- eb) — (f: ga) = A (f- g) (aJda = [neta + fa)g (a)Jde = 
= { f'læglejde + ja Fog (dz, 


adicá 


(rg tada = (F a|! — gar nas 


4,11. Exemple. 
1) Sá se calculeze integrala 


$ >, 
i | aterdz. 
0 
Avem 


1 
1 1 1 1 na 
1 a2e*da = xe” pa Í, ea da = e — Í, 2xetda = e —.2ue A + ¿ 
0 


1 


1 1 x % ii =-2=e-2, 
aa ME SE = @ 2e = — e +20 2 e 
+ JN e*(22)'dz = e — 2e + afie dz + 0 


2) Sá se calculeze integrala 
( xicos sdg. 
0 

Avem 


T š T T j 2 T 5 d a 
{ æ? coss de= z sin s| — sin g(x) de = —2 Rare z= 
0 0 0 
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= 2x2 cos zx 


mT T E n g 
= 2Ẹ cos z- (ayaz = — 2m 2 cos ada = 20 — 2'sin z|" = am. 


3) Să se calculeze integrala 


¡vz —9 dx. 


Utilizind metoda integrării prin părţi 


a funcției (exemplul 2.2 (7), cap 1) deducem că o primitivă 


z — Va Z 9, 
pe intervalul [4, 5], va fi funcţia 


CE 9 


1 > 
ela) = za 2-T—2Ilc4+y/0—79] 


şi deci 


5 
panas 


5 
E 
4) Să se calculeze 


Ú æ Ina da. 
1 


Avem 
[finado Ein eS, 3 (In 2ăz = m2- (PP ado21 Lal 
1 3 1.3) 3 în ld a m 
md a Y 
3 9193 9 
5) Să se calculeze 
= 
(i zi? zaz. 


Avem 
tgs = (tg 2 + 1) — 1 = (igs) —4 
Tr 


r R T Tr T 

5 a 3 a 
f z tg ada) altg adz — [i zz = tge E tgade—g|* = 
0 0 0 0 0 2 


0 


1 2 2 
a mue AA á 
2 Y 4 32 2 


4.12. Teoremá. (Formula de schimbare de variabilă ) 

Pie [a, 5] 2, J L> R (J interval din R) două funcţii cu proprietăţile: 
1) f este continuă pe J, 

2) q este derivabilă, cu derivata continuă pe [a, b]. Atunei 
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[e ft): era = ("e Neda. 


Demonstraţie. Funcţia f fiind continuă, admite primitive. Dacă F este o 
primitivă a lui f pe J, atunci 


(1) Fo) = f(s) (Y) EJ 
gi (formula lui Leibniz-Newton) 
(2) (io fajde = Fial) — Fola) 


Folosind formula de derivare a funcţiilor compuse gi relaţia (1) deducem 
că Fo q este o primitivă a funcţiei (fo q) y 


(Fo q)'(t) = F'(a00))- (e) = (fo exe) - 90), (Y) t E [a,b]. 
Aplicind formula lui Leibniz-Newton gi ținind seama de (2) obținem 
[fo 9x0) > aia = (Fo qX) — (Po g(a) = PP fiada.. 


413. Observaţie. Dacă [a,b] L>[c, d] LSR sint două funcţii cu proprietăţile: 


(a) f este continuă pe [c, d], 

(B) y este bijectivá, p si q? derivabile cu derivate continue, 
atunci 
p(b) 


' flelo)a = í falo) (ajaz. - 
a o(a) - 


Într-adevăr, funcţiile y și f fiind continue, rezultă că fo y este continuă, deci admite 
primitive. Fie P :[a, b]>R o funcție derivabilă astfel încît - 


(1) P'= fog. 
Atunci (formula lui Leibniz-Newton) 


(2) y flp(1))d: = P(b) — P (a). 
Pe de altă parte, ţinînd seamă că (1) avem- | 
(Po g'(x) = Pg (a) * (p1) (x) = flele(2))) * (olx) = fle) (2) 
deci 
(ete) 
(3) Y a) lp) (2)de = (Pop) (p(b)) — (Poq")lp(a)) = P(b) — Pla). 


Din (2) si (3) se obţine egalitatea din enunţ, egalitatea care se mai numește si a doua for- 
mulă de schimbare de variabilă. 


4.14. Exemple. 


1) Să se calculeze 
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T s T T | | 
SE, 2 z 2,37 > | 
sr | o z az= f? GELL dz = în (1 + sina) |? = în 2. | 
| sinSrde 0 sin s 0 + sin“z 0 | 
s f 
T 4) Să se calculeze i | 
Avem 4 | 
5r Sr Sm f z dz. i | 
Ra ind + P RU a 3 01+x || 
f, sinóx dæ = f sin“z sin æ de = f. (1 — cos?a)? sin z de. Avem | 
si ES E 1 23, 3 
s 4 3) EY dr = 2 aro tg? re | 
Considerind aplicaţia 2 Jo 1 + (2%) 2 0 8 [| 
| 5) Fie «, B E R, a < B ṣi f :[a, B] > R definită prin fi 
z => p(x) = cos a, seji Sr 5 def RO 7 UR Y | 
e a fiz) & V(x — op — 2). | 
obţinem Se cere să se calculeze | 
E i 
z| V? [5] _ V2 p | 
ez) 3 (52) - - f; Paz | 
a 5r Sr 5r ` m , | 
= ins $ 2 , de În acest scop definim funcţia e :[o, 7] 1% 3] prin | 
„ sinizdz = — A (1 — e(2))1-p'(ajde = — f [1 — 20%(2) + e(2)] g'(a)de = | 2 | 
E w jad 
i e 4 4 plt) ŽE a + (B — a) sint, [| 
E pe, Avem deci situaţia următoare | 
=-=A _ (= arat) du | _ (1 — 2u? + ul) du = | 
j E sekisi 0, E 12,81 5 a, > J 
2 Ea 2 : | 
LEX CEE ENE sua unde f este continuă, iar pọ este derivabilă cu derivata continuă; deci sînt îndeplinite | 
= (x — Fu ES w) ` _ =2 A 8) + A ] = r condițiile teoremei 4.12 (formula de.schimbare de variabilă). Aplicind această teoremă, | 
5 -y 2 381 2 51 2 60 obţinem: 
2 
T T T ă 
2) Să se calculeze B o(7) T MT vy 
i | fajas =È (2) T OA O 
z a W0) 0 0 4 
2 
| A dz z . 
x SM a = f VUB = a) sin%] -[(8 — a) (1 — sin?t)] 2(8 — ajsin t cos t dt = 
3 0 ) 
Avem, ca in exemplul 3.3 (2), cap. I, | 


HA — ü) t i aet | 
= (B — a)? i 2(sin t cos t)? dt = B= 8, > ) y (sin 22)? d: = Ea a y (1 — cosát)di = | 


Tr T + 
T, lee, gle | 
| il e A BA see 


Avem, ca în exemplul 3.3 (1) cap. 1, 


2 T 
P 2 4 E, 
sin t — sin 4t) |2 T N 
e 5 pi tg t E E =p, 
3 2 3 2 y i 4 8 . 
t l Aşadar, 
t|2 T 70 _ | 
= In tg — = In tg — — In tg4 =1 3 ý bi | 
EE va ss nya. „VE 2) B- caz = (B— a)? g | 
3 | 
3) Să se calculeze Observăm că funcţia z —> |/ [2 — a) (B — æ) este un caz particular al funcţiei | 
studiate în exemplul 3.5 (4), capitolul I. Însă primitivele găsite acolo nu sînt definite | 
y sin 22 z pe întreg intervalul [«, B] ci doar pe («, B). | 


| 
| 
e T. . = 
0 def minte 6) Să se calculeze integrala 


[paid 


Avem 
i fa) =VW1+V2 (Va e, 4] 
şi luăm q :[1, 2 >[1, 4] definită prin 

pl) =P 
Atunci 

g(t) = 2 
si 

flol) p) =V T +1 -22, 

deci 


4 AT A p(2) [2 2 —— i 
| | Va +Y z dz =f flajda = f Flo(t))-p (t)dt = af VI Fide. 
1 p(1) 1 1 
Facem o nouă schimbare de variabilă: 
În acest caz notăm 


¿0 = VIF (Vitel, 2] 
si definim w: [2,3] > [1,2] prin ` 


u(s) =s— 1, 
Atunci 
l u'(s) = 1 
și 
glu)(s))u'ls) = (s — 1) / s = sh — sh 
deci 
A aa aia Lth hga 
a) VTF = ah etat = 2f el (2))u (arab, Cs sl) ds 
1 2 „tei |” ca at 
=2 [5 + 0. ||, = seva V3). 


7) Să se calculeze integrala 


T Fă | 
4 sin z | 
E A 


0 sin g -+ cosg 


Avem 
sin x tg x 


fla) = SE = 


sin æ + cose tgx +41 
si luăm  q:[0,1]> [o al definită prin 


glt) = Are tg t. 


Atunci 


1 
"(4 = 
q (1) Ee 
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nki = ea op Lari 


| tHe Ipe 2 14414" 2 24 
Ultima -egalitate. se obţine calculind coeficienții A, B, C din identitatea 
i a, A ds Bi+1 
+I t41 aa” 
Aceste calcule dau A = — 4 îi B=0= 4 š 
2 

Aşadar 

A 

1 
$ tg x de FL. 1 + lie 
o 1+tgx ol 2 ¿+41 2 444 


UF i a 1. 2i A 4 
=, 2 144 id sapat 224 a 
1 1 1 1 
= a] — 2 — = 
| part inte) + zare tei] | = 
1 1 lr 1 [x 
= ai] 2 a] 4 — — = —|—— . 
q e je Ina] 
4.15. Observaţie. Fie a >0 gif :[—a, a] > R o functie continuá. Atunci 
fi Mayas = Și tfa) + fads. 


Intr-adevár, aplicind propozitia 2.21, avem 


| Fajas = IM fíajJda + WOL (1) 
În baza definiției 2.22 (6), are loc relaţia 
f Nalda = |; feds. (2) 


Luind functia y : R — R definită prin 
p(t) = —1 
şi aplicind formula de schimbare de variabilă (teorema 4.12), obţinem 
—a a) a a 
|, Aeae = (e fada = (ifai = — pna. 6) 
0 (0) 0 0 
Din relaţiile (1), (2) şi (3), rezultă 
(t feds = (Ia) + Aha. 
4.16. Definitie. Fie J un interval simetric (adică J este de forma 


(—a, a) sau [ —a, a]) şi f:J + R. Spunem că feste o tuneţie pară (res- 
pectiv impará) dacă 


f(—x) = f(x) (respectiv f(—z) = —f(2)), (Y) ze. 
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4.17. Observaţie. Fie f: [—a, a] + R o funcție continuă. Atunci 


2 A x)dx, dacă f este pară, 
f T A ) f p 
—a 


0, dacă feste impară. 
Într-adevăr, dacă feste pară, atunci 
f(—z) = f(x), (Y) zel-a, al, 
deci (observaţia 4.15) 


Şi „paz = tra) + pod = | afiadas = 24162) 
Dacă f este impară, atunci s 
f(z)+ f(—z) =0, (Y) xEl—a, al, 
deci (observatia 4.15) 
|: Neds = Pra) + oda = 0. 


4.18. Exercitii. 
Ñ; 


1. Fie f :[a,b]—> R o funcție continuă si strict crescătoare. Sá se arate că există un 
singur punct c e [a,b] astfel incit 
b 
| flajdz = (b— a)-fle). 
a 
2.. Be consideră -funcția 


fl, ee, 31. 


Să se determine c e (1,3) astfel încît 
3 , 
f fla)da = 2fle). 
1 á 
3. Fie f:[a,b]>R o funcție continuă neidentic nulă, astfel încît 


Ú' flajda = o. 


Să se arate că există în (a, b] două puncte t1, £2, 7, < za astfel încît 


Ala): fle) < 0. 


4, Fie f:[a,b]— R o funcție continuă. Se presupune că pentru orice interval deschis 
(a, b’) C[a, b] există un interval [a,, bg] C (a, b’) astfel încît 


| wo f(x)dx = 0. 
% 


Sá se arate că f este identic nulă. 
II. Sá se verifice egalitátile: 
la $ sin? z de = 

0 


wje 


T 
š 2. | co z de = 0. 
0 


E x BE 
? etsin mie (o? +1) 
0 5 i 


2 

T T 
K xsinta dz = š 

4 


0 
2 

CĂ f eVif d=”, 
0 


0 3 


i E 
cd aid i 


îs ae 


III. Să se calculeze integralele: 


5 4 
=e 
2 V5 F hx— a? 


tgz de, 


/ 


sin costx dz. 


0 

2 

z? dz. 

0 
1 3 

13. e E 
ozi+1 


1 22 +1 
15. | ——— dz. 
di q? 


11. 


1 
9. f z? arc tg a do. 


de =//2—4 + In (/2.+ 1). 1 


Că æ sin s dg = r. 
0 


4 4 
s(t 
4 
kam na. 
0 3 
1 4 
1. f dz = arc tge — — 
pet + e-x 
1 1 
2. | —dz = 2—4ln—, 
02+Yzx 2 


2 4 
r 2 | E — de 
14r? do +5 


TT 
A ____Sin 22 22 
a e 


sints + Sinis 4 hz 


In 2 => 
a Ver —1dz. 


sin2z cos 2g dz. 


T 
g’ 
A 
10. f e2* sin 3z dz. 
0 
2 
12. | x In (1 + z)dz. 
0 


2 2z +i 
14. -= dr. 
|, Va +1 


Aplicaţii ale integralei definite şi metode de calcul 


$ 1. INTERPRETAREA GEOMETRICĂ A INTEGRALEI 
l DEFINITE A UNEI FUNCȚII POZITIVE 


În acest paragraf vom defini clasa mulțimilor din planul R? care au arie 
şi vom arăta că dacă f :[a, b] > R, este o funcție continuă, atunci mulțimea 


T ®© (a, y E Rè |a <a <b, 0 <y <fa), 
numită subgraficul lui f, are arie gi aria sa este egală cu integrala lui f pe inter- 
valul [a, b]: i 
aria (Ty) = f f(z) dz. 


1.1. Definiție. O mulțime £ din planul R? se numeşte olem èn- 
tară dacă 


unde D; sînt dreptunghiuri cu laturile paralele cu axele de coordonate, iar ori- 
caro dová dreptunghiuri diferite D; D; au cel mult o latură comună. Punem 
prin definiție 


de? n , 
aria (E) = > aria (D,). 
T| | 
1,2, Observaţii. a) Reprezentarea unei mulţimi elementare E sub forma 
E 5 
E = U D; 
i=i 


nu este unică. np o 
b) Reuniunea, intersecţia gi diferenţa a două mulţimi. elementare sînt tot mulţimi 


| 
elementare. | | Ml 
'c) Aria unei mulţimi elementare E nu depinde de scrierea lui E sub forma E = 


n 
= UD; ca în definiția 1.1, adică dacă 


i=1 


n m 
E=UD; si E=USG;, 


i=1 j=1 


sînt două reprezentări ale lui E ca în definiţia 1.1, atunci 


m Li 


> aria (D;) = 2 aria (G;). 


| 


94 


d) Dacă E, F sînt mulțimi elementare disjuncte, sau care au în comun cel «mul 
laturi ale unor dreptunghiuri componente, atunci i 


aria (E U F) = aria (E) + aria (F). 
e) Dacă E,F sînt mulțimi elementare astfel încît ECF, atunci 
aria (E) < aria (F) 
ȘI 
aria (FN E) = aria (F) — aria (£). 

13. Definiție. Fie A o mulțime mărginită din plan. Spunem că 
mulţimea A are ario, dacă există două şiruri (Ennen, (Fahnen de mulțimi 
elementare astfel încît: 

(1) E, CA CF (VnEN, 
(2) şirurile de numere reale pozitive 

taria (E,)),ex și (aria (PF, hen 
sînt convergente și 


lim aria (£,) = lim aria (£,). 


n>a n> 
În acest caz punem 


aria (1) lim aria (Ep) = lim aria (F,,). 


ne n—>0 


1.4. Observaţii. (a) Definiția ariei lui A este corectă; adică dacă luăm (Unjnen, 
(Yn)nen alte două șiruri de mulţimi elementare care satisfac condiţiile (1) gi (2) din 
definitia 1.3, atunci 


lim aria (Un) = lim aria (V,) = lim aria (En) = lim aria (Fp). 
n>0 n->0 n—>00 n—>0o0 


(B) Dacá A si B au arie, atunci AU B, AN B şi ANB au arie. 
(y) Dacă A, B au “arie si A N B =ø, atunci : 
aria (AU B) = aria (4) + aria (B). 
(è) Dacă A, B au arie si BCA, atunci 
aria (AN B) = aria (4) — aria (B). 
Nu demonstrăm aici aceste rezultate. 


„1.5. Exemplu de funcție al cărei subgrafic nu -are arie. Fie g:[0, 1] > R, funcția 
lui Dirichlet 


def 1, dacă ze [0,1] N Q, 
él =1 o, dacă z eo, 1NQ 
si 
def 2 
Te = {(z, y) ER ]10<2<1,0<y< g(a)). 

Vom arăta că: 

(a) dacă E elementară c Tg, atunci aria (E) = 0, 

(B) dacă F elementară > T , atunci aria (F) > 1. 
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Din faptul că între două numere reale există întotdeauna un număr irațional, 
rezultă că orice dreptunghi D CT are înălţimea egală cu 0, deci aria sa este egală cu 0 


aria (D) = 0. 


Cum orice mulțime elementară ECT, este alcătuită din dreptunghiuri D CIg; 
rezultă afirmația (a). 


Pătratul D, = [0, 1] X [0, 1] este cea mai: mică mulţime elementară care include 
pe Tg; adică dacă F elementară D Ig, atunci Fo D,, așadar, 


aria (F) > aria (D,) = 1. 
Pie acum (Enlnen, (Fainen două şiruri de mulţimi! elementare .astfel încît, 
şirurile ariilor lor sînt convergente și 
En CTIyC Fn, (VWnenN. 
Atunci din (a) rezultă 
aria (En) = 0, (Y) n eN, 
iar din (8) se obţine 
aria (Fn) > 1, (VW nen, 
deci 


lim aria (En) =0<1<lim aria (Fn). 


n—>00 n—>0 


Așadar, mulțimea Ip nu are arie. 


Din cele arătate mai sus se vede că: dacă A este o mulţime care are arie, 
nu rezultă neapărat că orice submulțime B a lui A are arie. 


1.6. Teoremá. Dacă f:[a, b] >R este o funcție continuă pozitivă 
atunci 


(a) T; are arie 
gi 
á b 
(B) aria (Ty) =1, f(x) dz. 


Demonstraţie. Fie 
A, = (0 = T9 <<<, = b) (n E N) 
un şir de diviziuni astfel încît, 


(1) lim || A, || =0 


n> 
şi să notăm cu m? (respectiv M?) marginea inferioară (respectiv superioară) a 
funcției f pe intervalul închis gi mărginit [x?_,, xP], 
Se ştie (vezi Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a) că orice funcţie 
continuă pe un interval închis şi mărginit J, işi atinge marginile pe J. Deci, 
în cazul nostru există 


| 
up Ella, di] şi E la 27] 
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- astfel încît 


Rut) = m şi fo) = M}. 
Fie (fig. 111.1) 
Dp Elat a, 2 x10, mp, 
¿Sly ap] X 10, My] 
dreptunghiurile de bază 27 — æ} gi 


înălțime my, respectiv M}. Mulți- 
mile elementare 

der Pa der 7 

E, = U D}, respectiv F, = U G? 
ii i=1 
verifică incluziunile 
(2) E, SIpUE,, 
iar ariile lor sînt 
i 3 Pa Pa 

(3) aria(E,)=2 mẹ (at — at) = Zo Rut) (at — ata) = oap (f u) 
respectiv \ 
(4) $ aria (F,) = oa, (f, 77). 


Funcţia f fiind continuă, este integrabilă (cap. II, teorema 3.12), deci 
(cap. II, observaţia 2.11), tinind seama de relaţiile (1), (3) şi (4), obţinem: 


(5) f, [(a)dx = lim oa, (f,uf) = lim aria(E,) =lim oa, (f, v?) = lim aria (F,). 


- Şirurile de mulţimi elementare (En) şi (Fn) verificind relațiile (2) şi (5), 
rezultă că mulțimea Ty are arie gi (definiția 1.3) 


aria (Ty) = (” Ka) de. 


1.7. Consecinţă. Dacă f, e: [a, b]>R sînt funefii continue astfel încît 
Ax) < glz), + (Y) x E [a b] 
atunci mulțimea (fig. 111.2) y 


N 


Ija = ((a, y) ER? | a<a<b; fía) <y < g (0), 
cuprinsă între graficele funcțiilor f, g gi dreptele 
paralele la Oy care taie axa Ox în punctele a 
şi b respectiv, are arie şi 


aria (Iy) = Ni Le(a) — f()] de. 


SS 
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q — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


| Dacă g(x) > f(x) > 0, (V) E [a, b], atunci 
aria (Ip) = aria ([4) — aria (Ty). 
1.8. Exemple. 


1) Să se calculeze aria mulţimii cuprinse între parabolele de ecuaţii: 
dr ¿Mz a y = az, 
(2) YN 
unde a >0 (fig. 111.3). 


Fig. II.8 
Rezolvind acest sistem de ecuaţii, obţinem punctele de intersecţie ale acesto» 
parabole, 
: a == z? 
aria (fg) = f a EN de f Y pea a] de 
0 0 a 
a y 
EE 
etapa y 2 
= ZA a? 2 — 4 a == An . 
E 3 3 


2) Să se calculeze aria mulţimii 
(fig. 111.4) 


A =((2, y) E R? | z? y?<r? y >o}, 
(r > 0). 


Observăm că mulțimea A este subgraficul func- 
tiei f:[—r, r] > R, definite prin 


Fig. I.4 (lay et pri. 


Am văzut în capitolul I, exemplul 3.5 (2), că funcţia 


$ 

pe) EE [o aro sin Z +ay T= 2), (—rs<zsSr) 
E 

este o primitivă a lui f. Deci 


aria (4) = aria (Ty) = y VE zi de = cală arc sin L + sy T — =] 
ES i r 


>r 


a i 
= LA aro sin 4 — 72 aro sin E = | = fo E N 
2 212 2 


3) Sá se gáseascá aria multimii A (fig. 111.5) cuprinse intre cercul de 
ecuaţie 


(1) z? + y? = 4po 

şi parabola de ecuaţie 

(11) i ; y? = apa 
Scriind ecuația (I) sub forma i 

(E ; (z — 2p)* + y = (2p)”, 


se observă că cercul considerat are centrul în punctul (2p, 0), iar raza sa este 2p.- 


Pentru a determina punctele în care parabola intersectează cercul, vom rezolva 
sistemul format din ecuaţiile (I) si (II). Dacă se înlocuieşte y? din (II) în (1), atunci 


Ă z2 = 2 pz, 
deci se obţin soluţiile 
AOS = 2p. 
micuna pe {s= 0 (respectiv z = 2p) în ecuația (II), obținem soluțiile 
; y=0 și y = £ 2p. $ 
Aşadar , parabola de ecuație (II) şi cercul de ecuație (I) se intersectează în punctele 
O (0,0), P (2p, 2p), Q(2p, —2p). 


Este suficient sá calculám aria mulțimii 4, cuprinse între arcul de parabolă OP 
şi arcul de cerc OP, adică aria mulțimii cuprinse între graficele funcțiilor 


def 
f(z) /2pz, (0< £< 2p), 
haj Vip 2, (0< «< 2p). 
Funcţiile f şi k fiind pozitive, avem 


(1) aria (4,) = aria (Tf,n) = aria (Th) — aria (Ty), 
1 


2p i Ea nai 
(2) aria (Ty) = f flajda = Ve 2? de = 

0 0 
3 ¡20 

= e 8 

A EE 
V 2p 3 e 

2 


o Fig. IIL.5 
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A a o 


Deși se observă uşor că 
aria (Da) = $ aria cercului de rază 2p = ar (2p) = mp?, 
4 
totuși vom folosi integrala pentru a calcula aria (Ty). 
Scriind [/ 4ps — a? sub forma 


se vede cá avem de integrat o functie de forma 


Ve Pa). 


„Pentru a putea aplica rezultatul obținut în exemplul 4.13 (5), din capitolul II, 
considerăm funcția h, definită pe [0, 4p] (şi nu numai pe [0, 2p] cum era definită h), prin 
aceeaşi relație : 


A 
(3) Ala) =y zap = 3), (V) x e[0, 4p]. 
Atunci are loc relatia 


(4) "aria (Tp) = $ aria (Pr). 

În exemplul 4.13(5) s-a obţinut egalitatea 
(5) { Ve dp az= B- aT, 
Din (3), (4) si (5) (pentru æ = 0 și B = 4p), obţinem: 
(6) aria (Ty) =L H Vatip = 2) de= -lip T= np. 

2 Jo 2 8 
În sfîrşit din relațiile (1), (2) şi (6) rezultă 
aria (4) = aria (41) + aria (4,) = 2 aria (A,) = 


= 2 [aria (Fr) — aria (Pf)] = 2np? — <P 


1.9. Exerciţii : 
I. Să se calculeze aria mulţimii Ty y: 


1. fr) = — V z, ga) =Y z, xe [0,4]. 
2. fl) = 2, ga) = 2?, æ e [0, 1]. 


8. fle) = $, gla) = a, zeta) 


4. fla) = Vre = i; ga) =V T r, e e [0, r]. 


5 fle) = Vaz, ga) =Vi Za, se [o > Wiz 9). 


2 
6. fle) = ©, gla) = E ze [1, 1]. 


7. f(z) = 2 + 1, g(a) = 3 — z, x e [—2, 1]. 
8. f(z) = e, g(x) =e*, x e [0, 1]. 


9. fl) = |z |, glz) = 4, rela]. 


yO 


10. f(x) = 0, g(x) sala + TEN ze [0, al. 


11. f(z) a gla) a * e [—2a, 2a] 


II. 
1. Să se calculeze aria mulţimii cuprinsă între parabola de ecuaţie y? = 4x gi dreapta 
de ecuaţie y = 2z. 


2. Să se calculeze aria mulțimii din semiplanul ((x, y) | y > 0) cuprinsă între hiperbola 


echilateră de ecuaţie xy = a”, axa Oz și dreptele de ecuaţii z = a gi s = 2a. 


Interiorul cercului de ecuaţie x? + y? = 16 este despărţit de parabola de ecuaţie 
y? = 6x în două regiuni. Să se găsească aria fiecăreia din ele. 


3 


2 
4. Interiorul elipsei de ecuaţie E y? = 1 este despărţit de hiperbola de ecuaţie 


q? 


— — y? = 1 în trei regiuni. Sá se calculeze aria fiecăreia din ele. 
2 


5. Sá se calculeze aria figurii cuprinsá intre parabolele de ecuatii 
y?=8(2—x) si y?=24(2 + a). 
6. Interiorul cercului de ecuaţie 2? + y? = 8 este despărţit de parabola de ecuaţie 
y? = 2x în două regiuni. Sá se calculeze aria fiecăreia din ele. 
7. Fie hiperbola echilaterá de ecuaţie. 2? — y? = a? și dreapta de ecuaţie y = 
= ks (0 < k< 1). Sá se calculeze aria mulţimii cuprinsă între semidreapta 
Oz (x > 0), arcul de hiperbolá a? — y? = a” (y > 0) gi dreapta y = kz. 


8. Sá se calculeze aria mulţimii cuprinsă între parabola de ecuaţie y? = x și dreapta 
de ecuaţie y = 2x — 1. 


9. Sá se calculeze aria mulţimii cuprinsă între parabolele de ecuaţie y? = z, a? = 8y. 


$ 2. VOLUMUL CORPURILOR DE ROTATIE 


În acest paragraf vom presupune că cititorul este familiarizat cu calcu- 
lul volumului unor corpuri uzuale ca: paralelipiped, prismă, piramidă, cilindru, 
con, trunchi de con. Pornind de la volumul cilindrului, vom defini ce înseamnă 
că un corp de rotaţie (corp obţinut prin rotirea subgraficului unei funcţii 
pozitive f în jurul axei Ox) are volum şi vom deduce o formulă de calcul al 
volumului unor. astfel de corpuri. 
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Fig. II.6 


Cel mai simplu corp de rotaţie ses obține rotind subgraficul unei funcţii 
constante pozitive: 


fx) =r, (Wzela, b] 
în jurul axei Oz (fig. 111.6), Această mulţime (care este un cilindru de rază 
r şi înălțime b — a) poate fi'serisá sub forma - 


C, ={ (2, y, 2) ER IVY FË sr, acas). 
Volumul acestui cilindru C, este 
vol (0) = mr2(b — a). 
2.1. Definiție. Fie a,b E€ R,a <b gif :[a, b] + R,. Mulțimea 
Wa, y, 2) € B| VP FË < fa), a< e <b} 


se numeşte corpul de rotație determinat de funcția fsau 
corpul obținut prin rotirea subgraficului funcției f în jurul axei Ox (fig. IIL.7). 


Fig. 111,7 


2.2. Observaţie. Dacă funcţia g:[a, b] > R, este constantă pe porțiuni, 
adică dacă există o diviziune A = (a = tọ < tı <... <v, =b) a lui [ă, b] 
astfel încît g este constantă pe fiecare interval (zi, 2;): 


g(x) = Ci, (Y) tE (Liz, Ti), 
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Fig. 1.8 


atunci corpul de rotatie determinat de f are forma urmátoare (fig. 111.8): 
adicá este o reuniune finitá de cilindri. Volumul unui asemenea corp de rotatie 
este 


vol (C) = nX cia; — zi). 
i=1 


Prin analogie cu noțiunea de mulțime elementară introdusă în paragraful 
precedent, vom numi: mulțime cilindrică elementară, orice mulțime care se 
obține prin rotirea subgraficului unei funcții constante pe porțiuni în jurul 
axei Oz. 

Cel mai mic (respectiv cel mai mare) dintre numerele pozitive C,, Ca, «3 Cn 
va fi numit raza minimă (resp. raza maximá) a mulţimii cilindrice- elemen- 
tare C(f). 

Aşa cum am folosit mulțimile elementare pentru a defini aria unei mul- 
timi din plan, vom folosi mulțimile cilindrice elementare pentru a defini volu- 
mul corpurilor de rotație. 


2.8. Definiție. Fie f :[a, b] > R, gi C, corpul de rotație determinat 
de funcţia f. Spunem că C, are volum dacă există două şiruri (G,)uex 
gi (A) nen de mulţimi cilindrice elementare (fiecare. G, şi H, fiind determi- 
nate de funcțiile constante pe porţiuni g,, k, :[a, b] > R) .asttel incít 


(1) l G E Cr Ella (nen 
și 
(2) | lim vol (G,) = lim vol (H,,). 


În acest caz volumul lui C, se definește prin 
dot .. ` 
vol (Cy) Æ lim vol (G,) = lim vol (H,,). 
i n>w0 n> 
2.4. Observaţie. Definiția volumului corpului de rotație Cf nu depinde de șirurile 
(Gn)nen si (Hn)neN considerate. 
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, 2.5. Exemplu de corp de rotaţie care nu are volum. Fie g :[0, 1] > R} funcția lui 
Dirichlet 


i 1, dacă æ rational, 
g(2) = E Aa 

0, dacă z irațional. 

Se observă că i À 

(x) orice mulțime cilindrică elementară G c Cg are raza maximă egală cu zero deci, 


vol (G) = 0, 
(8) orice mulțime cilindrică elementară H > Cg are raza minimă > 1, deci 
vol (H) > n 12: (1 — 0) = z. 


Fie acum (Gn)nen, (Hn)nen două şiruri de mulțimi cilindrice elementare astfel 
încît 


(4) Gn CCg¿CHn, (Y)neN, 


(0) e şirurile de numere pozitive (vol (Gn))nen si (vol (Hn))nen sînt convergente, 
Atunci din (1), (4) si (B) rezultă 


vol (Gn) = 0 şi vol (Hn) >x, (Y) ne, 
deci (2) 


lim vol (Gn) = 0 < z <lim vol (Hn), 


n> n-o 


de unde rezultă că Cy nu are volum. 


2.6. Teoremă.- Dacă f:[a, b] > R, este o funcție continuă, atunci 
(i) corpul de rotație determinat de f are volum gi 


(ii) vol (C;) = zi. Plajde. 


Demonstraţie. (Modelatá după demonstraţia teoremei 1.6). Fie 
A = (LAN SAS Ss = b), men) 
un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel încît 
(1) lim [| A, ||=0 
n>o 

şi să notăm cu m} (respectiv Mn) marginea inferioară (respectiv superioară) 
a funcției f pe intervalul închis și mărginit [s};, 2%]. Atunci există 
uf, w Ellr, x1] astfel încît 

flut) = m? si flo) = Mp. 


Pentru fiecare n EN definim funcţiile constante pe porțiuni 
En> ha :[a, b] = R, 


m In = fut), dacă x € (at, 2), (1< i < pn), 
ld 1 Aa), Ao a =i: (0 se). 
p gp det [MP = fot), dacă æ E (a 2), (L<i< pa), 
a Aa, dacă s= a, 0 <i<'p,). 
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Fig. 11.9 


Atunci corpurile de rotaţie G, şi H, determinate de g, şi h,, respectiv, sînt 
mulțimi cilindrice elementare cu proprietăţile: 


(2) G„cCpecH,,  (V)nEN, 


Pa 
vol (Gn) = 2 fut) (at — a) = oa, (nf? ug), 
1=1 
(3) s 
vol (H,) = 2) POP (27 — 27) = oa, (f°, 0). 
i=1 À 
Funcția f fiind continuă, rezultă că gi funcţia Tf? este continuă, deci 


(capitolul II, teorema 3.12) zf? este integrabilă, prin urmare, tinind seamă 
de (1) gi (3), obținem: 


z (‘Pajar = lim ca, (nf?, ut) = lim vol (G,) = 
a n> ` n>00 


(4) 


= lim oa, (7f”, v?) = lim vol (H,). 
n> n> 


Sirurile de mulțimi cilindrice elementare (G,),en și (Hp)en verificind 
relațiile (2) gi (4), rezultă că C(f) are volum gi 


vol (C) =r f Faza. 


2.7. Exemple 

a) Sá se calculeze volumul corpului de rotație determinat de funcția 
f :[0, b]>R, definită prin f(x)= |/2ax 
(paraboloid de rotaţie; fig. 111.10). 


Avem 


vol (07) = d flade = 


b 2 jb 
= 2ra | zdr = dma | = nab?, 
o 2 lo 
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PB) Să se calculeze corpul de rotaţie determinat de funcţia f:[a, b] > R, 
definită prin f(x) = |/ x? — a? (hiperboloid de rotaţie; fig. 111.14) 


vol (Cp)=—r [rayas = nl (a? — anda == ia — ee) A 


a 


dl -— ab) 5 — a) = p (b8 + Ja? — 3a*b). 


y) Să se găsească volumul elipsoidului de rotaţie, adică volumul corpului 
obţinut prin rotirea mulţimii 


E = [la pen: 


2 2 
mti <i} (md >0) 


ò) Fie a >0 gi astroida de 

ecuaţie 
ad > E 

z? +y*=a*, (a >0). 

Sá se calculeze volumul astro- 
idului de rotaţie (corpul obţinut prin 
rotirea mulțimii mărginite de as- 
troidă, în jurul axei Oz; fig. 111.13). 

Datorită simetriei este suficient, să 


calculăm volumul corpului de rotație 
determinat, de funcţia 


în jurul axei Oz (fig. 111.12) 
Datorită simetriei elipsoidului faţă de planul yOz, este suficient să calculăm numai f(x) = ( 5 3): z e [0, a]. 
volumul jumátátii situate în partea dreaptă (x > 0) a planului yOz. Fie deci, Avem Sd incă í 
ES Re (0) L d yaa, 
a é ë a a 2 
Atunci ! vol (Cf) = a Aida as: |, (= Se, 
k a b pa 
vol (Cp) = | Plajda = al (dă: da = a; A 24 
0 SAREN = a 2 3 3 3 3 „ja = 
2 3 la 2 3 EA e t 
b 2 g mb 3 a 27 „2 
== de aj = [e geo, 4 5 O a 
- a 3)l a 3 3 sta Pata 00 A A 48, 
deci , SNo 105 
volumul elipsoidului = ad Deci volumul astroidului de rotaţie este 
E 3 
y 2 32 
Dacă a = b = r, atunci regăsim i 105 ae 


volumul sferei de rază a — 47 a. 
A 3 


2.8. Exerciţii 
Să se calculeze volumele corpurilor de rotaţie determinate de funcţiile: 
Ta 
23 
1. f(x) = b (=) , te[a,b], a,b>0. 
a 
2. f(x) =2x— z’, z elo, 2]. 
8. f(x) = sin z, x e[0, r]. 
4. f(x) = ot, x.e[0, 2]. 


5. f(z) = arc sin z, ze [o > . 


6. f(z) = ln z, z e[1, el. 
x 


S ) 26 [0,'a]. 


Fig. M1.11 Fig. 111.12 8. f(2) = xe*, x e[0, 1). 
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| 9. fla) = Jz 


ER zel0, al. 
10. fla) = (Y a—Y/ 2), æ elo, al. 


11. f(x) A 2, xel0, al. 


12. flo) = Va Y, 2 e101. 
18. f(x) = LE—=0)B- 2) 


» 2ela,bl, b>a>0, 


14. f(x) = po 2 10,31. 


$ 3. LUNGIMEA GRAFICULUI UNEI FUNCȚII DERIVABILE 
CU DERIVATA CONTINUA 


In acest paragraf vom defini lungimea graficului unei funcţii continue 
f :[a, b] > R gi vom arăta că dacă f este derivabilă cu derivata continuă 
atunci graficul lui f are lungime finită și 


) 


3.1. Defin iţi e. Pentru orice funcție f :[a, b] E R gi orice diviziune 
A= (a = to < Tti L a < £, = bh) 


a Rd [a, b] definim funcţia fa :[a, b] > R prin 


pato) EE fla) + El Tei (a 2 9.) dacă a Elia 2, (1 in) 
ii Ti 1 
fa se mega funcția poligonală asociată lui f gi lui A (fig. 111.14). 
3.2. Observaţie. Funcţia fa se obține, pe fiecare interval [2,_,, z;], scriind 
ecuația dreptei care trece prin punctele din plan |! 


A. Aia Zi f(2i1)) 
ȘI 


Ai(zi f(x;)). 
y graficul {f} 
i graticullfa] 
| | 
| / | 
NO cai 
I 
| LN ! | 
| 1 I i 
dl | i l i 
ba i i i | 
k g) | | | 
pol i | i 
le îi | H | | 
Ll H eS | =, 
Ol ax x Xt, xi *žn-1 b=Xp x 
Fig. MI.14 
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» pentru orice diviziune A a intervalului [a, b]. . 


Distanţa dintre punctele A; , și A; este (aplicind teorema lui Pitagora): 
(Aia A) = V (zi = tia) (Ma) — Nen). 


3.3. Definiție. -Numărul pozitiv 


Ufa) = > d (Aj, Aj) 
se numește lungimea graficului funcţiei poligonale fa: 


3.4. Observaţie. Dacă A, A’ sînt diviziuni ale intervalului [a, b] gi Ac A, 
atunci 


Ufa) < Ufa). 


Tinind seama că orice diviziune A' mai fină ca A se obţine prin adăuga- 
rea la A a noi puncte de diviziune, este suficient să considerăm cazul în care 


A' se obţine din A prin adăugarea unui singur punct c € (2%; ,, 25): 


NI E VE De e a ==), 
iar 
NASA = o Sa Ca bi aus Ce i E == 0): 
Notînd cu B punctul de coordonate (c, f(c)) avem (fig. 111.15): 
díAja, Aj) < UA B+ dB, 4), 


` deci 


Ufa) = È> dli A) + (Ai Aj) < 
izi 
< PDA A) + dA B) + AB, 4) = Ufa). 
itj 


3.5. Definiție. Spunem că graficul unei funcţii continui f : [a,b] > R 
are lungime finită dacă există o constantă M > 0 astfel încît 


Ufa) < M, 


În acest caz marginea superioară a mulțimii 
(Ufa) | A diviziune a lui [a, b]) 


este < co. Numărul real pozitiv 
Ufa) E sup (Ufa) PA diviziune a lui [a, d]! 


se numește. lungimea EAL 
funcției f. 
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3.6. Observaţie. Dacă graficul lui f are lungime finită, atunci există un şir 
de diviziuni (A,)new ale intervalului [a, b] astfel încit 


(1) lim || A, || =0 
gi 
(2) lim 1 (fa,) = Uf). 


Într-adevăr, pentru orice n > 1 avem 
1 EZ A l 
Uf) — A < l(f) = cel mai mic majorant al mulțimii (fa) ja, 
A 1 ; 
deci l(f) — — nu este majorant pentru această mulțime, adică există o diviziune An a 
n 
„ui [a, b] astfel încît 
1 
(3) UN) = E < Ufa) SUN 


(a doua inegalitate rezultind din faptul că Z(f) este majorant pentru mulţimea (l(fa)ja). i 
Din (3) rezultă 


(4) Uf) = lim 1(fz,,) 


Luînd, pentru fiecare n > 1, o diviziune An cu proprietăţile 


An E An 
1 
An <=, 
n 
rezultá (observaţia 3.4) că: 
(5) (fa) SU (Fan) (ss 2(f)) 
și 
(1) lim lan] =0, 
n—>00 
Din (4) și (5) rezultă că șirul £ (fannen este convergent 
si 
2 i = 
(2) a (fan) = 4P). 


3.7. Teoremá. Dacă funcția f :[a, b] + R este derivabilă, cu derivata 
continuă, atunci 


1) graficul lui f aro lungime finită 
şi 
2) U) = V TETE da 
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Demonstraţie. Din ipoteză rezultă că funcția 
2>V1+ (Pe)? 
este continuă, deci mărginită, adică există M>0 astfel incit 
VI+ (MSM, (Y) x e [a,b]. 


Fie A = (a = tọ < tı < ... < tn = b) o diviziune oarecare a lui [a,b]. Aplicind 
teorema creșterilor finite lui f, pe fiecare interval [2;.,, xi], (Sin) obținem un 
Es e[zi-u zi] astfel încît > 


Fui) — (ti) = f'(i) (xi — zi), 
deci 


Ufa) = O Vai a Ma) Ta) = 


ISN n 


=9 V LFE (zi — zu) SM (zi — sii) = Mib — a), 
i=1 ESE 


oricare ar fi diviziunea A a intervalului [a,b]. În concluzie, graficul lui f are lungime 
finită. 


Fie acum | 
An = (a = t) Å << h b), neN, 


un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu proprietăţile (vezi observaţia 3.6) 


\ lim Il An | = 0 
si 
a) lim 1 (fa) = Uf). | | 


Aplicind, ca mai sus, teorema creșterilor finite lui f pe fiecare interval [a zi], 
obţinem un Ef e l[af_1, 27] astfel încît 


(2) plat) A) =P (57) (2 a: 


Notind č» = (EF, E2,..., Ep) şi tinind seamă de (2), obţinem 
Pn 


Map) = VU > FT = FU = 


(3) = Y VTE TEP (a) = oa, VT ETE, n). 


i=1 


Funcţia /1 + (f')? fiind continuă, este integrabilă (teorema 11.3.12), deci (obser- 
vația. 11.2.11) 2 


b 
(4) lim ca VTR, în) = f TF (FE) dz. 
Din egalitáfile (1), (3) si (4) obținem 
b NT a E S 
Uf) = Ñ: VTF E dz. 
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3.8. Exemple 
a) Sá se calculeze lungimea gra- 

ficului functiei (fig. 111.16) 

f(x) == x?, Te En 1]. 


Datorită simetriei este suficient să 
calculăm lungimea graficului restrictiei fọ a 
lui f la [0, 1]. Avem 


Uf) = Ah) = 2 Ñ VII) de = 


ral ae 
Fig. 1.16. A 2f VTF Ga} az, 

o 

deci aplicind exerciţiul 2.2 (7) din capitolul I, obţinem 


ză 2V 5 +In(2 +4 5). 


un =2 [52 ViF 27 + ln 20 + Vi Fs) | 
0 


B) Sá se calculeze lungimea graficului funcţiei 


f(x) = (2) = Vz, ell, el 


Avem 


deci 


1 


AVE Jr poe (Ea) 


1 
2 


4 (e? 1 
= 4 = pal 
a ) +1) 


y) Sá se calculeze lungimea astroidei (fig. 111.17) de ecuaţie 


2 2 2 


E ` (a>0); 
Prima bisectoare (y = æ) intersectează (în primul cadran) astroida în punctul 
( e A 
Ma 2 a 2 24). 
Datorită simetriei avem egalitátile: 
a A 1 : SEE er TEN 1 P TR 
lungimea arcului (AM) = F lungimea arcului (AMB) = — lungimea astroidei, 


deci este suficient să calculăm lungimea graficului funcției 


f(x) = (e 5 S|, a El Pe, e] 


Fig. M1L.17 


Derivind functia f, obtinem 


2 231 
gate AL TA O ata ha 
pe SALE (- E TAN : 


deci 
VIE = || 1+ += fe) = (2) 


prin urmare 


a L a K f 
Uf) A a VIF la dr = a’ | y = *de= 
Aja 


2 2a 


2 ja 


NS ` 1 2 2 
q 20 A [i a y3 3 
=> E = Gina E = — a 
2 2 2 A 4 
3 |2 3a 
Așadar, lungimea astroidei este, 
8l(f) = 6a. 


3.9. Exercitit. Sá se calculeze lungimile graficelor următoarelor funcţii: 
1. f(1)=Inx, z ely 3, Y 8]. 
2. fla) =In(1— 2%), ce [e A 
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8 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


3. f(z) =—(e* + 6%), ze[0, 1]. 


4.f(1) =V z, ze[1, 2]. 


p LE 
TIA = == = 4 In z, ze[1,e] 
h 2 
6. f(z) =Incosz, ze E =] , 
ÍA 
7. f(z) = In Sa E seljo, E 
4— a? 3 


$ 4. ARIA SUPRAFETELOR DE ROTAŢIE 


4.1. Detiniţie. Dacă f:[a, b] > R, este o funcție continuă, atunci 
multimoa 


det ; ree 
Sta y, 2) E B| VYE fa), (V) e € la, b} 

88 numește suprafata de rotaţie determinată de funcţia 

f (fig. 111.48) sau suprafața obținută prin rotirea graficului funcției f în jurul 
axei Oz. 

| Am văzut în paragraiul precedent cum se asociază lui f şi fiecărei divi- 

zuni A = (a = tọ < Ty <.. <a, = b) a intervalului [a, b] o funcție poligo- 

nală fa. Considerăm acum suprafața de rotaţie S(fa) determinată de funcţia fa. 


4.2. Observaţie. Presupunind cunoscut faptul că aria laterală a unui 
trunchi de con de raze r,, ra şi generatoare g (fig. 111.19) este dată de relaţia 
mr, + Tag, 
putem calcula aria laterală a suprafeței de rotaţie S(fa) determinatá de functia 

poligonalá fa. 


, 


Q 


Fig. 1.18 Fig. 111.19 


Fig. 111.20 


Într-adevăr, aria laterală a trunchiului de con 7; (fig. 111.20) de raze 
f(xi;_), f(x;) şi generatoare d(A;,, A) (distanţa dintre A; , şi A,) fiind 


T(f(2,1) + f(z:)) * (A; 1, Aj), 
rezultă că aria laterală a suprafeţei S(fa) este 


A(fa) = 7 2 (Mz) + f(z)) Y (ai — 2,1)? + (f(zi) — fi) 


După această observaţie putem defini ce inseamnă că o suprafaţă de rota- 
tie are arie, precum gi aria laterală a unei astfel de suprafețe. 


4.3. D efinifio. Fie f:[a, b] > R, o funcție continuă. Spunem că 
suprafaţa de rotaţie S(f) are arie, dacă oricare ar fi şirul de 
diviziuni (A,)nen ale intervalului (a, b] astfel încît 


lim || A, I| = 0, 


şirul 
A i (A (fan) nen 

al ariilor laterale ale suprafeţelor de rotaţie S(fa,) (n EN) este convergent în R. 
În acest caz numărul real pozitiv 


Alf) = lim Alfan) 


se numeşte aria laterală a suprafeței de rotaţie S(f). 


4.4. Observaţie. Numărul real pozitiv A(f) este corect definit, adică nu depinde de 
șirul de diviziuni (An)nenN considerat. 

Într-adevăr, fie (AnneN si (AnneN două şiruri de diviziuni ale intervalului 
[a, b] astfel încît , 


lim || A; || = 0 = lim || as |l. 
n>00 n>a 
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Atunci şirul de diviziuni 


Cap ” , ” , m 
(An)nen = (Ao, Ao, Ar A e pi A ia) 
verifică condiţia 
lim A, ||=o0 


n->00 


deci, suprafața de rotaţie S(f) avînd arie, rezultă că sirurile 


(fan) nen > (Paren (4 (a)nen 


sînt convergente; fie Z, 1”, 47 limitele lor. Din modul cum a fost construit șirul (Anjnen, 
se vede că girurile (A, )nen şi (AnneN sînt subşiruri ale lui (Annen , deci şirurile 


(4 (fan) nen si (ES (Paren 


sint subșiruri ale lui (4 (fan)nen si prin urmare 


O E ISLE BN 
adică 
V=”, 


4.5. Teoremă. Dacă f :[a, b] > R; este o funcție derivabilă, cu deri- 
vata continuă, atunci 
(a) suprafața de rotație determinată de f are arie gi 


b ~r 
(6) AP = 2È fla) VTF TEP dz. - 
a 
Demonstraţie: Funcţia f fiind continuă pe intervalul închis gi mărginit [a, b], verifică 
(vezi, cap. II, 3.10) condiția (U), adică pentru orice e > 0 există Ne > 0 astfel încît 


€ 


Arlt) * 


(1) (V) 2, 2" ela, b] cu | — <-> |f(0)— fla) [< 
o 
unde Į(f) este lungimea graficului lui f. 
Fie acum 

An = (a = DOLL £p = b) (n e N) 
un gir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel încît 
lim || An || = 0. Atunci există un ne e N astfel încît 
n->% 

I| An || < ne, (V) n >ne 


Aplicînd teorema cresterilor finite lui f pe fiecare interval [æti 27], obținem 
un Ele (ay, ef) cu proprietatea 


(2) Flat) — feta) =P (80) (a — zi). 
Atunci 


TINO En b TEZE FIE VPN 
lim oa (FVT TP, El) = y No VIP) dz, 
deci există n. e N astfel încît 


pd Md b 
(3) Sa, VTE TF, El) — f, fla) VI FIR de en 


oricare ar fi n>n,. 


Deşi aria laterală a lui S (fân) 


Pn WLA ES ; 
4 (fa) = m YO (rata) + ED WEE (al — 2) 
1=1 7 


nu reprezintă suma Riemann 


Pn ———— 
ca, (2af VIFF, E) = 2092 fR V aE ENE (al — 7), 
i=1 


vom arăta totuși că diferența lor în modul este mai mică decjt pe 


. def , E i 
Fie n > ne == max (n, n.). Atunci 


le Eb, lat — ¿bl <a — el, < ll Anll nes 
deci, tinind seamă de (1), obţinem A 


If (2f) = f (E) | < 


E 


4nl(f) 


If (at) — f (EP) | < Tan 
de unde : 
(4) If (a-a) + f(x) — 2f (E) |< e (Y) nne 


Folosind inegalitatea (4), obținem 


| 4(fa,) — ca, Or VTFTPE, E) | = 


Pn 
=> [> (f (eia) + fl) — af) Wa e E (a? al< 


1=1 


Pn 
Sm) If (eia) + f (et) 22801, Wa H E (at — a) < 
i=1 


Pn 
pus Vaz (En) a aa no EC 8 < 
ica 2 1 + (F (50) (0? — ar) a 0) <s 
e E E y 
SUf A (Y) n È ne. 


Din această inegalitate gi inegalitatea (3) rezultă că, pentru orice n > ne, avem 
b 

A (fan) = 27 fe Pe) VT FTE de 
a 

< [4 (fan) — ca, (Qt VTR, E] + 


b 
Sa, (nf VTF FF, El) — 2r y fle) VTF FTF de 


SS 


ar < 


<= 


SL +=; a e 
2 2 
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deci 

lim o, (enf VETTE, El) 
există E este egalá cu 
2r 10 VTE aa 


Cum aceasta are loc pentru orice şir de 
diviziuni (Anjnen ale lui fa, b] de normá 
tinzind la zero, rezultă (definiţia 4.3) cá su- 
prafata de rotaţie determinată de f are arie 
gi 


b 
A = 25 | eV TF TEP de. 


Fig, 111.21 


4.6. Observaţie. Considerind parabola de Poualio! 
y? = 2az, (a > 0) E 
se observă că panta tangentei la parabolă în origine este infinită (fig. 111.24), adicá funcţia 
i f(x) =V 2az,, z ego, 00) 


nu este derivabilă în 0. Tinind seamă de această observaţie și de faptul că integrala 


f gla)de 


a fost definitá pentru funcţii g definite pe întregul interval [a; b], rezultă că, în cazul con- . 


siderat, nu se poate vorbi de 


b 
i, fle) VTF FTF de. 


Totuşi, se observă (intuitiv) că această suprafață de rotație are arie. În observația 
care urmează vom încerca să arătăm “că au arie şi suprafețele de rotație determinate de 
funcții f care nu sînt neapărat derivabile la capetele intervalului [a,b], dar pentru care 
funcția [V14 (FP? are limită finită în punctele a gi b. 


4.7. Observaţie. Să considerăm funcţia f :[a,b] > R, cu pr&prietăţile: 
(cı) f este derivabilă, cu derivata continuă pe (a, b), 
(cz) funcţia f 1 + (FP? are límite finite în punctele a gi b. 
În acest caz funcţia f VTF ([F poate fi prelungită la o funcţie continuă h :[a, b] > R4. 


Intr-adevár, dacá Ya (respectiv W) este limita funcției f /1 + ($7 în punctul a (res- 
pectiv b), atunci definim funcția h :[a, b] > R, prin egalitatea 


Ya dacă < = a, 
hlo) | fle VTE e, dacă z e (a, b); 
i Ypi dacă z = b, 


Funcţia k are următoarele proprietăți: 


(a) restrictia lui h la (a, b) coincide cu f /1 F P; 
(B) lim k(x) = ya = h(a); 
v->0 


(v) lim ale) = y, = Ab). 


Din (6) si (y) rezultă că A este continuă în punctele a gi b, iar din ipoteza (c,) gi 
proprietatea (a) rezultă continuitatea lui A pe (a, b); deci k este continuă pe întregul 
interval închis [a, b], prin urmare A este integrabilă pe [a, b]. 


Observăm că, în cursul demonstrației teoremei 4.5, nu s-a utilizat nicăieri nici f'(a) 


şi nici f'(b), ci numai f'(£7), unde E? e (zi 27) C (a,b) au fost obţinuţi aplicind teo- 
rema creșterilor finite. 


Pe de altă parte, ţinind seama de proprietatea (x) a lui f, rezultă că pentru acești 
El, avem 


SA (2/1 + (FR, Ef) = calm, EP), 


deci se obfine inegalitatea (cu notafiile din demonstrafia teoremei 4.5) 


E 


| A(fa,) — 04, (27h, EP) | <= » (V) n >n. 


2 


Însă 


b 
lim SA, (27h, Er) = 2r f h(z)dz, 
n>00 a 


deci 


b 
lim A(fa,) există = 2 hajda, 
n> a 


Aşadar, putem formula următorul rezultat: 


4.8. Tooromă. Dacă f:[a, b] > R, este o funcție derivabilă, cu 


derivata continiă pe (a, b) asttel încît funefia f |/1 F (FF are limite finite în 
punctele a şi b, atunci suprafața de rotaţie determinată do f are arie gi 


A(f) = 2r y Majdz, 


unde h este prelungirea (prin continuitate) a lui FV1=+ (F)? la intervalul 
inchis [a, b]. 


4.9. Exemple. 


a) Să se calculeze aria suprafeţei de rotaţie determinată de funcţia 


Ma) sin z; z € [0, n), (fig. 111.22). 


Fig. J1L22 - 
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+ 


Funcția æ — sin æ este derivabilă, cu derivata continuă pe toată mulțimea R, deci f 
satisface condițiile teoremei 4.5. Datorită simetriei, este suficient să se calculeze aria 


suprafeței determinate de restricția fọ a lui f la intervalul [o z]. 


Deci 


T 


AMAIA (A) =4% (sin UT 


( a e 


Fácind schimbarea de variabilá 


i d 
u = ọ(x) det cos z ve [o z|: 


obținem f 
p(0) = 1, (2) = 0 
i 
(1) pie =f VIF pla: g'(z)ds = 


0 E? 1 E 
= -taf VT + udu = în] V1 F u du. 
1 0 


O primitivă a funcţiei u > Y/1 } u? este funcţia (vezi cap. I, exemplul 2.2 (7)): 
(2) Pi == luy/1 Fe + indu + VIP]: 
Din relaţiile (1), (2) gi formula Leibniz-Newton, obţinem: 


Alf) =2rfu parec y la | + Vi ra)), ze 


0 
= 2 [/2+1n (1 +42). 
p) Să se calculeze aria suprafeței de rotaţie determinată de funcţia 
fiz) 2t V2az, x E€ [0, b] (a >0) 
(paraboloid de rotaţie), 


Funcţia s > |/ x nefiind derivabilă în origine, nu putem aplica teorema 4.5 (vezi 
observația 4.6). Totuși f este derivabilă, cu derivata continuă pe (0, b], iar funcția 


fla) V1 + (Fla)? = Va VIz a, (Y) x e (0, b] 
are limită finită în punctul 0 


lim fle) VTF TE = a, 
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deci funcţia A :[0, b6] > R, definită prin | 


a, dacă x= 0, 


fiz) V1 + (Fl), dacă ze (0, b] 


h(a) 4! | 


este ċontinuă pe [0, b]. ¿ 
Aplicind teorema 4.8, rezultă că suprafața de rotaţie determinată de funcţia | 


fía) = V Zar, re [0, b] | 


are arie i . | 


Alf) = zf h(a)dz = 27 Va Și Vaz Fa dr =. | 
0 0 


3 
b A Ă 3 |b 
= xVa | (22 +0)? (22 + ajdz = n/a ta)? 
o Cd 
2 ni 


n 


' à a 
80 


cb 
(a + 2b)? zaz]: 


Y) Sá se calculeze aria suprafeței (fig.111.23) obținute prin rotirea în 
jurul uxei Oz a elipsei de ecuaţie 


Deci se cere sá se calculeze aria suprafeţei de rotaţie determinată de funcţia 


f(x) Eos Luz a, re[—a, a]. 
A i a 
Derivind în egalitatea 
2 2 
P= (a - aaa, 
a a 


obtinem 


fla) fra) = — Ea, 


2 


deci 


Alf) = 2r a fle) VTF TE de = 


F ab, V Ple) + (fa) Fe dz= 


Fig. 111.28 


Numárul pozitiv 
def a — b? e 
Es aG 


se numeşte excentricitatea elipsei. 
Funcția » > Va: — (ex)? fiind pară, avem (vezi cap. II, observația 4.16) 


9 vama VE 


Se ştie (vezi cap. 1, exemplul 3.5 (2)) că o primitiva iei =——, 
este functia A ES grn a 


Fla) = zhe arc sin “+ e Vaz 2 =]. 
` x 


Deci 


Egen EJ - 


2 2 
= ls arc sin e + VT = 2] = 
e e 


= 2rab o + Vi = a]. 
e 


A 


Observăm că dacă b tinde către a, atunci excentricitatea elipsei tinde la zero și 


elipsa devine un cerc de rază a. În acest caz E. 


„__ aresin e 
lim == = 1 
e>0 e 


gi 
Aria sferei de rază a este 4ra?, 


4.10. Ezerciţii. Sá se găsească ariile suprafeţelor de rotaţie „determinate de funcţiile: 


1. f(x) = z, z e [0, 1]. 
2 la) = Dle e), zeta] 


8. f(x) = cos z, a e fo, sji 


N 


4. f(x) = e*, wE [0,1]. 


122 


5. flz) =b + VREF, cel 7) 


22 
6. = — ls 
fa 2 VTR. 2 e fo, pl 
T fla) = EVT, se [0,1]. 
8. f(z) = Y x(3a — a)?, a e[0, 3a]. 


$ 5. CALCULUL APROXIMATIV AL INTEGRALELOR DEFINITE 


Am văzut în capitolul II (teorema 2.12) că dacă f:[a, b] > R este o 
funcție integrabilă, care admite primitive, atunci integrala definită a lui f 
poate fi calculată cu ajutorul formulei lui Leibniz-Newton: 


{ fía)dx = F(b) — F(a), 


unde F este o primitivă a lui f. 

În cazul funcțiilor integrabile care nu au primitive (astfel de funcții 
există, vezi exemplul 11.2.13), sau al funcțiilor care au primitive, dar acestea 
sînt greu de calculat (de exemplu: nu se pot exprima cu ajutorul unor funcţii 
elementare cunoscute), nu putem utiliza formula Leibniz-Newton. În ase- 
menea situaţii trebuie recurs la alte metode. De obicei se folosesc metode de 
aproximare a integralei prin anumite sume o(f, A) asociate unor diviziuni 
particulare A ale intervalului [a, b]. 

. è S $ N . fb 

Atunci cînd folosim o anumită metodă de aproximare a integralei | f(z)dz, 

F, a 
trebuie să cunoaştem, în funcţie de diviziunea aleasă A, cit de mare poate fi 
i h : b : 
diferenţa (în valoare absolută) dintre integrala | f(z)dz gi suma o(f, A) aso- 
: 0 
ciatá diviziunii A. 
Dacă se lucrează cu diviziuni echidistante, adică diviziuni: ' 
A (0 E 0) 


la care distanța dintre oricare două puncte consecutive este aceeași 


s (i< ù <n); 


Li — Mia = 


atunci problema de mai sus poate îi reformulatá astfel: 


„Dat fiind un e > 0, cit de mare trebuie să fie n pentru ca eroarea care o 


facem, atunci cind luăm «(f, A,) in loc de f f(z)dx, să fie mai mică decit e?“ 
r a 


5.1. Metoda dreptunghiurilor. Fie f:[a, b] > KR o funcţie integrabilă, 
A, = (4 = To < Tı <.. < £a = b) o diviziune echidistantá a intervalului 
[a, b] gi drept puncte „intermediare“ luăm punctele z,, 2», ..., n, adică în 


123 


0 AzXo X] AA b=Xn 


Fig. 111,24 


fiecare interval [x,_,, zi], drept punct „intermediar“ luăm extremitatea din 


dreapta a acestui interval. Atunci 


Doa 20) => Ma) (m — ma) = Pf) + ne + faza) 


Întrucît această sumă depinde numai de f și de n, o vom nota simplu 
prin D,(f). | À 

În cazul particular, cind feste pozitivă, suma D,(f) reprezintă suma ariilor 
dreptunghiurilor D,, Dy, ..., Da, unde (fig. 111.24) 


def i 
Di™ [r 24] X 10, f(x] = ((2, y) ER | riy < <r; 0< y < fla)), 
Aşadar, cînd f este pozitivă, i 


D, (f) = 2 aria (D;). 


Din acest motiv, metoda de aproximare a integralei definite a unei funcţii 
integrabile prin suma D,(f) se numește metoda dreptunghiurilor. À 


5.2. Estimarea erorii în metoda dreptunghiurilor. 
Dacă f:[a, b] > R este o funcţie derivabilă, cu derivata continuă, atunci 
b S i 
|; Roas DM < =Ë mr, 
unde ; 


Mif’) © sup |f(2) |. 


xela, b] 
Demonstrajie. Fie ca mai sus 


An = (a = 2 < T1 <... < Tn = b), 


—a 


pare E cica e a a 


gi 


Drif) = È> Tiei) (ai — aia) = z =D fe 
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Notind, ca de obicei, 
lef , 
mi int (f(2) | 2 e [zin 20), 
def 
Mi = sup (fla) | £ e [zi 241) 
şi finind seamă că funcția f este continuă (fiind derivabilă), rezultă că f este mărginită 
şi îşi atinge marginile pe intervalul închis gi mărginit [x;.,, z;]. Deci există ui, vi e 
E [zi- zi] astfel încît 
(1) : mi = flu), Mi = f(v;). 
Aplicînd teorema creșterilor finite lui f, obţinem un punct č; cuprins între ui și 
vi astfel încît 


(2) f(vi) — fui) = f'(Éi)(vi — ui). 
Avind 
mi < f(&;) < Mi 
rezultă 
(3) y milzi — zii) < 2 NEN — 2i-1) SY) Milo; — zi), 
i= 1=1 1=1 
adică (vezi cap. II, propoziţia 3.3 (i)). 
(4) | Sa, (DS Dalf) < Sa, (P: 
Tinind seamă de relațiile (1) — (4) gi de inegalitatea 
|vi — ui | S Ti — Li. = A, 
n 
obţinem 
(5) Sa, (f) sa, (f) = È (Mi — mi) (2; — si-i) = 
i=1 


= 2) tfo) — Ri 22 Y) po — w) < 
n i= EA 


n 1 


a b— a)? a (b— a)? 
< 2) 181801 (04 us LL n mp) = LL ff). 
n i=1 n n o. 
Pe de altă parte (vezi cap. II, relaţia (3) din demonstraţia teoremei 3.7) 


b 
(6) sa NG 195 Sa, (0) 
Din (4), (5) și (6) obţinem 


b (ù TS a)? i 
1y Rade = Da (f| < Sa, = sa, (N <= mip, 


5.3. Metoda trapezelor. Această metodă constă în aproximarea integralei 


f; f(x)dx prin suma 
a 


b 


ES EN A a ER 
2 {= 2n 


[ro +10 + E fæ), 


cind | Zi — tı = ENAS ah Si <h) 
n 
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0 d=Xo x1 Xi-1 xi Xp=b X 
Fig. 111.25 


Dacă funcţia f este pozitivă (f(x) > 0, (Y) z E [a, b]), atunci această 
problemá revine la aproximarea ariei multimii 


Tp = {(x, y) ER |a<x<b0<y<fla) 


(cuprinse între axa Ox, graficul lui f gi dreptele paralele la Oy, care taie 'axa. 


Oz in punctele a gi b respectiv) prin suma ariilor trapezelor T; (fig. 111.25) 


aria PO = SIE) + AED (0 ia) = [ft + fa) 


Deci, dacá f este pozitivá, atunci 


n n—i 
T(f) = aria (7) eee [ro + f(b) + 2 2 fæ]. 


2n 


5.4. Estimarea erorii în metoda trapezelor 
Dacă f:[a, b] > R esto o funcfie de două ori derivabilă, cu derivata a doua 


y 


f” continuá, atunci 


(b — ay? Y 
< E= po), 


| (‘hajaz E 2) 


unde 


[i 


mf") = sup 172) |. 


xela, 


Demonstraţie. Pentru orice œ, B e [a,b], cua < P, definim funcţia g : R —> R prin 
egalitatea 


(iini e) = È le — ale — p). 
Atunci 
(2) ele) = e) = 0, 


Et) = $a > (e +). 


gl) == la— B), 
(3) | 
ce =B- a, 


(4) ' g'i) =1. 
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Aplicind de două ori formula de integrare prin părţi și finind seamă de relaţiile 
(1) — (4), obținem: , 


(iroa = Și rora = rogo |? — row l + Ẹ rosa = 
= 10) B- o) — Ma) aB) + zbor a)(t — Bar = 


= ZU) + Rep) + frio (t — a) (t — Bar, 


de unde ; 
[fora — Uta) + MOI (O — 0) | = E f piete — ae — pa] < 
MIOS aa A p a)(B — t)ar. 
Însă e 
y; (t— a) (8 — da = ( (e—a P a) — (e oa” 
y — uy? B es 3 B 
=@-a f e- a) de — (f = oar = (p — a E E = 
a Bah A E 
TES 3 6 
deci 


Bs 
(5) sier M (f”). 


fi roar — Df) + NENG — a) 


Aplicind egalitatea (5) pentru œ = zi, şi B = z; obținem 

ti — Ti. 3 m bi aj? w 
JO fajde — EMail fla) (ei — eim) | < HL mp = LE mt, 
Sa 3 

de ds folosind proprietatea de aditivitate a integralei, deducem 


n 


> | * flajda — DO 5 Ulea) + fail (zi — 24.1) | S 
11 Jia ii 


b 
| f(zjdz — Tn(f) 


<5 | e f(x)dz = za) Te flai) (zi; — zia) | < 


(b — aj? y A b— at. » IZA 
E) PPE Mf”). 


5.5. Exemple. «) Pentru funcţia 
| fi Ea, selo, 2] 


se cere să se calculeze sumele D,(f), T,(f) şi să se determine abaterea dintre 
aceste sume și integrala 


ES A A 


Am văzut că dacă 


An = (a = ty < t << Zn = b) şi ti — zi = an 

atunci | 
Du = 2 nai) 
Trif) =? E | ro + f(b) + Y fo]. 

În cazul considerat avem : 

a = [o <Ż<1<Ž< 2) şi zi — ti, = ra => 
deci 

Dula2) = ME) +T) + (3) i} r] =Ż E +1424 :] Eo) 

si ; A 5 
Tla?) = „ra n 2(r(7)+ fa) + (2) 2 [+ (e +1+ a = 2208 


Abaterile sint 


ME ad O 8 248 
Dila’) = $ as se 
respectiv 
n za a MD 
Ta(z*) | aaz Ao 
B) Functia 
fa) =e*, 'z E [0, 1] 


fiind continuă, admite primitive. Totuşi primitivele acestei funcţii nu pot fi 
exprimate prin funcţii elementare, deci nu putem calcula exact valoarea inte- 
gralei ' 


1 
| “dz. 
0 
În acest caz, aproximarea numerică a acestei integrale devine o necesitate, 
Dacă luăm 
1 2 
a, = (o A 1). 
atunci 
zx Ti JEL = 2 
i 1-1 3 q 3 


și 


1 4 
1 pi pi) 
se iod 


Folosind un calculator, obţinem valori aproximative ale termenilor din suma de 
mai sus 


4 
e? = 1,5596234; 


1 
= 


e = 2,7182818; e? = 1,1175191; 


deci 


Ta( e%) = 2. 13,7182818 + 5,354285] = 


a = 1,5120945. 


Dacă se ia diviziunea 


mot), O cu dt 
dia a 4 


atunci 


1 1 9 
1 — — — 
T,( e®) = tj +e+ IEN ep s)|. 
Însă 


1 1 9 


elf = 1,0644945; et = 1,2840254; eê = 1,7550547, 
deci 


Ta(e*) = $ [3,7182818 + 8,2071492] = A 


= 1,4906789. 


Luínd acum diviziunea 


bia A 


Ap=(0<0,1<0,2<..<0,9<1 > 
10 = | ; ) 10 10 


avem 


To e”) = Si + e+ 2( 60t y e0... + e(0;9)], 

Însă 
1 + e = 3,7282818, 
el0:1Y* = 4,0100502, 


e(0:5)' — 4,2540254, 


e(0:6) — 1,4333294, 


e(0:2) = 4,0408108, e(0:7)' — 4,6323162, 


e(0:3P = 4,0941743, e(0:8) — 1,8964809, 


60,0 — 4,1735109, el0,0) — 2,247908, 


deci 
4 1 29,3434494 
Tao (6%) = 30 [371822848 + 25,6254676] = Ty —— = 1,46717247 
Pp”) Estimarea erorilor. Funcţia pozitivă 
f(x) = 21 + 22?)e", æ € [0, 1] 


fiind crescătoare, va avea maximul în punctul 1, deci 
M(f”) = 6e 
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9 — Elemente de analiză matematică, cl. a XII-a 


Se ştie (vezi 5.4) că 


b 3 
dz — Tn LY yp 
|} feja |< a MIP) 


deci 
$, e” da — Ta(0*)| a! = kan = S= 0,45101, 
D e da — Tae”) |< MĂ -— aa = J= 0,08493, 
y e“ dz — Tole“) |< es MĂ = m = == 0,01359. 


Aşadar, avem evaluarea i 


i 1 
1,45358= Tio(e™) — 0,01359 < (i e” dz < Tole) + 0,01359 = 1,48076. 


A Observaţie. Calculele numerice de mai sus au fost efectuate cu un calculator de 
uzunar. 


"n AAS y , o. e ` 
B”) Determinarea numărului minim, n, de puncte de diviziune, astfel încît: 


m l T 
| D,Kes ) za | e” da < ESN 
0 : 1.000 


Funcția f'(x) = 2e% (0<x< 1) fiind strict crescătoare, va avea maximul în 
punctul 1, deci i 


, MIf') = 2e. 
Se vere, deci, să determinăm n > 1 astfel încît 
b= at 7 4 
Las, 
n 4 000 A 
adică, în cazul nostru 
i 1 
— 2e <—-, 
n 4 000 


sau 
n > 2 000 e ~ 5436. 


Aşadar, pentru a calcula, prin metoda dreptunghiurilor, integrala 


| 2 
` , e“ dz, 
, - 0 


cu o eroare mai mică decit 


1 E R 
ră este nevoie sá se ia cel puțin 5 437 puncte de 


diviziune. 
B”) Determinarea numărului minim n de puncte de diviziune astfel incit 


TA = [yema es, 


Se cere să determinăm n > 1 astfel încît 
(b — a)? M he 
12n? 4 000 


“În cazul nostru b — a = 1, iar M(f”) = 6e. Deci 


6e 4 


— < 
12n? 1.000 


de unde 


n > 500e = 10/5e = 36,86. 


Aşadar, pentru a calcula, prin metoda trapezelor, integrala 


1 
| e? da 
0 


cu o eroare mai mică decit e? sint suficiente 37 puncte de diviziune. 


În exemplele prezentate mai sus se arată că metoda dreptunghiurilor- 
apare mai puţin „economică“ decît metoda trapezelor, în sensul că pentru a 
obţine o evaluare dată a integralei, numărul de operaţii necesare în prima 
metodă este mult mai mare decit cel din a doua metodă. 


5.6. Exerciţii. Sá se calculeze suma 


Dal) LL fa) 


1=] 


n 


respectiv 


abi n—i i 
rn e? “sia + 100) +2 Dre] l 


2n j=1 


prin metoda dreptunghiurilor (respectiv metoda trapezelor) de aproximare a integralei 
b 
\ f(z)dz 
a 


şi să se evalueze eroarea pentru funcţiile: 
1. f(x) = + 3x, zerl0 4; n=t&;n=8. 
2.f(1)=* +41, zel0,2],; n=4;n=6. 


B. fl) => xe[0,1]; n=3,n=5. 
4, fl 3 ze[1,2]; n=3,n=5. 
a 


§ 6. CENTRE DE GREUTATE 


In cele ce urmează vor fi considerate numai plăci plane atit de subțiri 
încît, din punct de vedere practic, grosimea lor să poată fi neglijată. În aceste 
condiţii vom identifica plăcile plane cu mulţimi din plan. Deoarece în practică 
este nevoie adeseori să se calculeze aria plăcilor plane, vom identifica plăcile 
plane cu mulțimi din R? care au arie. , 


g* 


Nu vom intra în consideraţii fizice privind definiţia masei unui corp, în 
particular a unei plăci plane. Vom spune totuşi că masa este o măsură a canti- 
tátii de materie dintr-un corp. Cu identificarea de mai sus, masa reprezintă o 
funcţie A => m(A), care asociază fiecărei plăci plane (pe care o identificám cu 
o mulțime care are arie) A, un număr real pozitiv m(4), numit masa lui A. 
Această funcţie trebuie să satisfacă, în cadrul mecanicii clasice, următoarele 
condiţii: 

(M,) dacă placa A se descompune în n plăci plana disjuncte A,, Az, ... An, 
atunci 


m(A ) = mid, ) + m(Aj) +... + mAn), 
(M,) masa m(4) a unei plăci plane A rámine constantă în timpul mișcării, 
O placă A se numeşte omogenă dacă există o constantă k > 0, astfel încât 
m(B) = k» aria(B), 


pentru orice parte B (care are arie) a lui A. 
Dacă D = [a,b] x [c, d]este o placă dreptunghiulară omogenă (fig. 111.26), 
atunci există o constantă k > 0,astfel încît 
m(D) = k aria(D) = k(b — a)(d — c). 


Pentru o astfel de placă de masă nenulă, centrul de greutate se definegte ca 


fiind punctul (z, y) € R? de coordonate 
pi = (b a). 


g 1 


y e), 


Să considerăm acum o placă E formată dintr-un număr finit de plăci 
dreptunghiulare D,, Dz, ..., D, cu laturile paralele cu axele de coordonate si 
astfel încît fiecare două ape D;, Dj (1 4 j) au în comun cel mult o latură. 
"Aceasta înseamnă că mulţimea din R? cu care se identifică E este elementară 
(vezi cap. III, definiția 1.1). Pentru comoditate, astfel de plăci vor fi numite 
elementare. - 


Fie E o placă elementară formată din plăcile dreptunghiulare 


DiDi eer Da 


bea) 
Fig. 111,26 Fig. 111,97 
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de mase 0 
m(D,), m(D,), Lia ) m(D,,) 


gi ale cáror centre de greutate sint respectiv punctele 


(Zi, Jı), (Za, J2), em) (Trs In). 
Atunci centrul de greutate al lui Æ va fi, prin definiție, punctul (Z, 3) de coot- 
donate i 
n n 
m(D;)ži $O mDi)zi 


def ¿=1 i=1 
I= — = 
m(E) 


3 


OD MD 


pu 1 
Y) MD) 
1=1 


Dacă placa E este omogenă, atunci există o constantă k > 0, astfel încit 
m(B) = k aria(B), 
oricare ar fi partea B (care are arie) a lui E; în particular, 
` m(D;) = k aria(D;), i= Ai, DyN 


Deci putem exprima coordonatele centrului de greutate numai în funcție de 
ariile gi centrele de greutate ale dreptunghiurilor D; 


ş y aria (D;)z; 5 aria (D;)ği 
AS AA e il SR 


5 aria (D;) 5> aria (D;) 
i=1 


i=1 
Fie f,g : [a,b] — R- două funcții continue astfel încît f(x) < g(x), 
(v) z e [a, b]. Să considerăm mulțimea 
Ta (o, y ER la<o<b; fa) <y <alo) 
cuprinsă între graficele funcţiilor f, g şi dreptele paralele la Oy care taie axa 
Ox în punctele a gi b respectiv. 
În cele ce urmează vom defini centrele de greutate ale plăcilor plane care 


se identifică cu mulțimi din plan de forma TP y. 
Fie deci 


NAS a e DD) 


o diviziune a intervalului [a, b], č; mijlocul intervalului [x;_,, zi] 


E = Sl + zia), (1 <i<n) 
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O| asxo xı Xi-1 i Xi Xn-1 Xn=b * 
Fig. 111.28 i 


gi dreptunghiul (fig. 111.28) 
D, = [zi zi X [f(€s), gé) 
a cărui arie este i 
i aria(D;) = (xi — ti) (2(8) — F(Es)). 
Dacă norma diviziunii A este suficient de mică, atunci mulțimea 
Di = ((2, y) E R? | xia sr < 2; f(2) < y < g(x)) 


(delimitată de graficele lui f, g şi de dreptele paralele la Oy care taie axa Ox în 
punctele zi, și z;, respectiv) se aproximeazá cu dreptunghiul D;, deci centrul 
de greutate al lui T, se aproximeazá cu centrul de greutate al lui D;; prin 
urmare centrul de greutate al lui 


n 
Pro = UT: 
; i=1 
se aproximează cu centrul de greutate al mulţimii elementare 
def n! 


Ea =U D: 


i=1 


Coordonatele centrului de greutate al lui D; fiind 
1 
Zi = E, p= lat) + FD), 


rezultă că centrul de greutate al lui EA va avea coordonatele: 


aria (Dia. Soue = AAN 
2, ia ( n 27 i (2 i-1 


7 aria (Di) Lala — 16091: — ati) 
Ly 1 2 Ti 1 


a= E sala Plai ¿Qe E) — FE) dai — zi) 


y e: 
Di aria (D;) tel Es) —F(E)1 e (azi — tia) 


imi 11 
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Aceste consideratii conduc la urmátoarea: 


6.1. Definiţie. Dacă A'este o placă plană care se identifică cu o 
mulţime de forma T;,, unde f, g :[a, b] > R sînt funeţii continue, atunci 
centrul de greutate al lui A este, prin definiție, punctul (z4, 74) E R? 
ale cărui coordonate sînt 


b j 
A algle) — fa)ide j algla) — haz 


j, [ele — field aria (Tr). 


1 (Ola) — fila LI pă 


|; [g(x) — jtajiaz aria (T/g) 


Dacă f(x) =0 şi g(x) > 0 (Y) ela, b], atunci 


b b 
zg(z)dz g*(o)da 

a E la 
Ja => 


DNS = = 5 
i aria (Py) i 2 aria (Pg) 


6.2. Exemple. a) Fie a >0 şi o placă plană omogenă de forma 
A = {(x, y) ER |0 < x <a; y? < ax) 
(porțiunea din plan cuprinsă între parabola de ecuație 
y? = ax 


şi dreapta paralelă la Oy care taie axa Oz în punctul a; fig. 111.29). 
Pentru a calcula centrul de greutate al lui A considerăm funcţiile 
f, g :[0, a] > R,definite prin 


fa) E — Vaz, giz) E Vaz. 


Atunci coordonatele centrului de greutate al lui A sint 


SIDE 
( gz? da 
0 


(vaz ALAN 2 Vaz de E 
(Wa (Vaz 2 vazas 


Ta= 


Fig. 111.29 Fig. 111.30 


Deci centrul de greutate se află pe axa Oz, care este gi axă de simetrie a mul- 
timii A. ' 
P) Sá se determine centrul de greutate al unei plăci plane omogene de 
forma i 

A= (le, y) E Rè |0 < z <1; 2 <y < az), 
unde a > 1 (fig. 111.30). 


Luind f, g :[0, 1] > R definite prin 


dei def 
(132, gle) az, 


rezultá 
aria (4) = Ñ kO — flajldz = f (az — ada = [+ EN pe 
0 2 3 ] o 
=% A MIR 
det A cab 
deci 


1 
f z(az — a%)de 
0 


E O A . 5 2 — q p= È a a 
aria (4) 34 — 2 |, e Aee Lal 
6 (1-4) = te-a sa — 3 
— (Ba—2)-12  2(3a—2)' 


1 
5 M (ax? — a)de 


aria (4) 


6 E O = a a 


(2-2) 23 s) 15802) 5(8a— 2) 


În cazul particular cînd a=1 (fig. 111.34), 


centrul de greutate va fi situat în punctul =. 5) 
7 2 5 


y) Să se determine centrul de greutate al 
Fig. 111,81 unei plăci plane omogene de forma unui triunghi. 
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Pentru simplitate vom considera cazul 
unei plăci triunghiulare în care două din 
virfuri B si C sînt situate pe axa Oz, iar 
al treilea A este situat -pe axa Oy 
(fig. 111.32). Aşadar, vom avea 

A(0,a), B(b,0), Cle,0)., 


Vom presupune, de asemenea b <0 < e. 
Ecuația dreptei ce trece prin A si B va fi 
a 


PO 
y 5 (a ) 


Fig. 111.82 


iar ecuaţia dreptei ce trece prin A si C va fi 
ü 
y=- Ste. 
a 
y Notám cu g:[b,c]—= R funcţia definită prin 
a 


pipi la — b), dacă < € [b, 0), 


giz) = 


Te (x. — c) dacă x e [0, c] 
E 
si cu f:[b,c]>R funcția identic nulă. Mulțimea Ty, va fi interiorul triunghiului 
A BC si deci aria sa va fi egală cu 


1 ale — b). 
J 


ȘI Abscisa centrului de greutate al mulţimii Tj.g va fi 


i aglo)dz 
b 


ty = A EET 
aria (Py,g) 
Avem 
e 0 e a (0 y a (° 
í zale) = | sglejde ef aglajiz= 2 | a(z — baz — | a(z — dz = 
b b M b Jb e Jo 
E is ba) | a [a ca? y |e a (1? b? 
E E a eS la 
afè că ab? ac? ds 
El z = E a j 
şi deci 
í a (e? — 42) 
mees == (640) 
l ale — b) d 


Ordonala centrului de greutate a mulţimii Pg va fi 
£ fu 


A | g (x)de 
2 Jo 


y Yo = AA 
t A aria (Tfjg) 
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, 
Li 
E 
4 
È "N | 


Avem 
ă 0 e c 2 0 2 
|; eids= (f elada Èf gaja = £ È? (a— bfas + 25 È? (e oaz = 
Jb b 0 b Jv e Jo 
a? la — b)? |0 è = pole 4 e 2 
e Led AN RE Cp e dal e data 1) 
b 3 lb c 3 Jo 3 DE 3 0 3 
si deci 
2 
— (c—b) 
6 
Yo — pe = . 
z ale — b) 


Aşadar, centrul de greutate va fi punctul de coordonate 
1 a 
— (B+o), —|, 
paid) 
ceea ce reprezintă punctul de intersecție al medianelor triunghiului ABC. 


6.3, Exercitii. Sá se găsească centrele de greutate ale următoarelor plăci plane 
omogene: 


1. A =((z,y)losy 


to 
. 


si 
=((2, y) 0<y<VI=2B, 0<2 
2 


3. A=((x, yl 0<y< 
d, A = (az, y) 10<y<sin x, 0< 1S 1). 
5. A=(f(2,4) | —-21<y<we,0<xr< 4) 


$ 7. LUCRU MECANIC 


Considerám o particulă P care se mişcă pe un interval J C R sub acţiunea 
unei forte F, de direcție Oz. Forța F avind în fiecare punct t € J o valoare 
F(t) care acţionează in direcția axei Ox, vom identifica F(t) cu un număr real; 
acest număr va fi considerat pozitiv dacă forţa F (t) acţionează de la stinga la 
dreapta si negativ dacă acţionează de la dreapta la stinga. În această situaţie, 
forța F poate fi considerată ca o funcție F : J —> R: 


În cazul cind forța F este constantă 
E= Ho, (Y)tEJ, 


lucrul mecanic efectuat de forţa F pentru a deplasa particula P din punctul 
a e J în punctul b € J, este, prin definiție, numărul real 


Daol 19) 


Dacă forța F nu este constantă, atunci un raționament, similar cu cel 


folosit în definiţia integralei va conduce la definiţia lucrului mecanic în cazul 
general. 


Foc (b — a). 
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Fie a, be J, a <b gi A=(a=a < 2, <.. <a =D) o diviziune a 
intervalului [a, b]. Particula P, miscindu-se de la a la b trece prin punctele 
£i, La, «+», Cao deci, conform a ceea ce se admite în fizică, 


Law (F) = = La, X (EF) F Leca (F JA To Lyen. pay (FP) 


Dacă || A |l (norma diviziunii A) este suficient de mică, atunci forța F 
se aproximeazá, pe fiecare interval [x;4, %;], prin forța (constantă pe [zi 2;)) 
' der 
i F, (x) Œ F(E), (Y) ze [zi zi], 
unde E, E [z; ,, zi] este un punct fixat. Deci, lucrul mecanic efectuat de 


forta E pentru a deplasa particula P din punctul x, , în punctul x;, se aproxi- 


mează prin ; 
F (Ei) (2; — 2,1). 


Aşadar, lucrul mecanic efectuat de forța F pentru a deplasa particula P 
de la a la b se aproximeazá cu 


> PE) (a; — zi). 


1=1 


Aceste consideraţii sugerează următoarea 


71. Definiție. Fie J un interval c R, F : J — R o forță care este 


considerată ea o functie continuă şi P o particulă care se mișcă în intervalul 
J sub acțiunea forţei F. Atunci lucrul mecanic efectuat de forta F pentru 
deplasarea particulei P din punetui a € J în punctul b € J este, prin definiție, 


numărul real 
Tr mef Faja. 
7.2. Exemple. a) Fie P,, P douá particule de mase m,, respectiv m, situate 
pe axa Ox în punctele zo, respectiv z. y 
Considerăm particula P, fixă gi situată la stinga faţă de particula P (fig. 111.33). 
Atunci, conform legii atracției universale, forța care acţionează asupra lui P 
(de la dreapta spre stinga) este 


a mmo 
Fla) = — k — =, 
: T 
unde k este o constantă. În acest caz, lucrul mecanic efectuat de forţa / 


pentru deplasarea particulei P dintr-un punct z(> tọ) in alt punct za > 2,) 
este 


Lx, sE) = —kmmo ju e joia (> ma | de = 
xı (£ — Zo)? xı | a — Zo 


1 Xa Molti — T; 
= kmm, = kmmo Pere e | = __kmmolzi — t) _ 
z — Lo lx, La — Lo 2, — fi (2, — zo) (22 — 2p) 
Po P 
puu == 
Xo x 


Fig, 10.33 
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Pp) Se ştie (din considerații expe- 
rimentale) că forța necesară pentru a 
întinde un resort de lungime dată l, 
pînă la lungimea l+ æ (fig. 111.34) 
este proporţională cu lungimea z, adică 

F(x) = kz 


(constanta k > 0 depinde de resort). 

Deci, lucrul mecanic necesar 
pentru a întinde resortul pînă la lun- 
gimea l + 2, (zo > 0) este 


Fig. 101.84 


La, 


Xo 2 o $ 
= | kadx = k Z |" DE 
0 2 lo 2 


Constanta k poate fi determinată din relaţia F(x) = k x, dacă se cunosc 
unele date suplimentare despre resortul considerat. Astfel, dacă se știe că 
pentru a întinde resortul cu 1 cm este nevoie de o forță de 5N, atunci 


-deci 


Aşadar, în cazul considerat 


500 4 . 
Lo = z” = 250 ză in Jouli. 


7.3. Exerciţii 


1. Sá se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru întinderea unui resort elastic cu 2 m, 
știind că pentru a-l întinde cu 1 m este necesară o forță de 100 N. 

2. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru întinderea unui resort elastic cu 5 cm, 
ştiind că pentru a-l întinde cu 1 m este necesară o forță de 10 N. 

3. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru a ridica un corp cu masa de 5 kg la înăl- 
timea de 100'm. 


4. O picătură de apă avînd masa iniţială M cade sub acţiunea greutăţii sale și se evaporă 
uniform, pierzînd prin aceasta în fiecare secundă o masă m. Să se găsească lucrul 
mecanic efectuat de forța de greutate a picáturii, din momentul începerii căderii 
sale pînă în momentul evaporării totale. Se va neglija rezistenţa aerului. 


În această anexă sînt date unele definiţii și rezultate care sînt folosite în acest manual. 
Toate acestea şi-ar găsi mai bine locul în manualul de Elemente de analiză matema- 
ticá de clasa a XI-a, cu atît mai mult cu cît unele noţiuni au fost deja utilizate în clasa 
a Xl-a. ` 


A,. Definiţie. Fie ECR, E +ø. Un număr real « se numeşte minorant al mul- 
fimii Æ dacă 
(Yre Esagrz. 
Un număr real 8 se numește majorant al mulțimii E dacă 
(WreE=xS<f. 


O mulţime E CR, Eø se zice minoratá (respectiv majorată) dacă există mino- 
ranţi . (respectiv majoranfi) ai lui, E. Dacá E este minoratá gi majoratá, atunci E se 
numește mărginită. 


Ap. Observaţie. Un minorant (respectiv majorant) al unei mulţimi E nu aparține 
neapărat mulţimii E. 
Az. Ezemple: (1) Dacă E = [0, 1), atunci: 
— orice număr real œ < 0 este un minorant al mulţimii E, în particular 0 este minorant 
al mulţimii E; 
— orice număr réal B > 1 este un majorant al mulţimii E; 
— nici un majorant al mulţimii lui E nu aparţine lui E. 
(2) Mulțimea (—oo, 0] nu are minoranfi. 
(3) Mulțimea N a numerelor naturale nu are majoranfi. 


Ay. Definiţie. Fie E CR, E +ø. Un număr real o. se numeşte cel mai mic element 
al lui E dacă 

1) a este minorant al lui E, 

2) ae E. 

Un număr real A se numeşte cel mai mare element al lui E dacă 

i) B este majorant al lui £ 

ii) Be E. 

“e 

As. Observaţie. (a) Dacă a este cel mai mic element al lui E, atunci œ este unicul 
element cu această proprietate. 

Într-adevăr, dacă a” este un alt număr cu proprietăţile: 

17) a” este minorant al lui E, 

2) a eE, 
atunci din 1) și 2”) rezultă 
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iar din 17) şi 2) rezultă 


deci 
x =, 


(b) În mod analog se arată unicitatea celui mai mare element (dacă există) al 
unei mulțimi. 

(c) În exemplul (1) din (Az), am văzut că: 

— mulţimea minoranţilor lui [0, 1] este intervalul (— oo, 0], 

— mulțimea majorantilor lui [0, 1) este intervalul [1, oo), - 
deci 

0 = cel mai mare element al mulţimii (— oo, 0] 
şi 

1 = cel mai mic element al mulţimii [1, 00), 
cu alte cuvinte 

= cel mai mare minorant al lui [0, 1) 

și 

1 = cel mai mic majorant al lui [0, 1). 
Aceste observafii sugereazá urmátoarea 


Ay Definiţie. Fie E CR, mulţime nevidá minoratá. Un număr real m se numește - 


marginea inferioară a lui E dacă m este cel mai mare minorant al lui E, adică: 

1) m este minorant al lui E 
și i 

2) m este cel mai mare element al mulțimii minoranfilor lui E. 

Fie E CR o mulțime nevidă majorată. Un număr real M se numeşte marginea 
superioară a lui E dacă 

M este cel mai mic majorant al lui E, adică 

i) M este un majorant al lui E, 

ii) M este cel mai mic element al mulțimii majoranfilor lui E. 

Marginea inferioară (respectiv superioară) a unei mulțimi Æ se noteazá inf E 
(respectiv sup E). A 

À, Observaţie. Marginea inferioară (respectiv superioară), a unei mulţimi, atunci 
cînd există, este unică. Aceasta rezultă din definiţia (Aj) si observaţia (A). 

Admitem, fără demonstraţie, Marin ASORUA rezultat: 


Ag. Orice parte nevidá minonață. (respectiv majorată) a lui R are margine inferioară 
(respectiv superioară). 


A,. Ezemple. (1) Marginea inferioară (respectiv Superi tara) a mulțimii [0, 4) este 
numărul real 0 (respectiv 1). . 


'(2) Marginea inferioară a mulţimii 
1 1 
E= 41 + =,2+>5, 
| 2 ga 
este —. 
(3) Marginea interioară (respectiv superioară) a mulţimii 


E = (ae |0 Sa Sa) 


este:0 (respectiv a2e%2). 


142 


o 


`~ 


Ajo: Definiţie. O mulțime A din plan se numește mărginită dacă există un 
dreptunghi caresă o conțină, adică dacă există două puncte 


(a, a) e R? si (bi, Da) E r?, 


astfel încît 
a << b, 


(v) (z, y) e A> şi 
i dy Şy Sb 
În mod analog se definesc mulțimile mărginite în spaţiu. 
Ay. Propoziție. Fie ACR, A Ø o -mulțime minorată (respectiv majorată) şi fie 


m = int A (respectiv M = sup A). 


Atunci există un șir (an)]nen CA (respectiv (bn)nen C A) astfel tneti 


m = lim an (respectiv M = lim bn). 
n> n-> w- 
Demonstraf ie 
Dacă M = sup A, atunci 
(Y) n>1, M-— 2 < M = cel mai mic majorant al lui A, 
n 
deci 


M — E nu este majorant al lui A, 
n 


ceea ce înseamnă că există bn e A astfel încît 


A i A 
n 


de unde rezultă că 


lim bn există = M. 
n>0 


În mod analog se arată existenţa unui gir (an) CA care converge la m. 
În propoziţia care urmează sînt demonstrate două proprietăţi ale funcțiilor continue. 


Ayo. Propozipie. Fie I un interval CRgi f: 1 — R o funcţie continuă într-un punct 
ae I. Atunci 
(x) pentru orice e > 0 există 8¿ > 0 astfel incit 


(V)zelcu |z—a|< ð => | fla) — fla) | < e 
(B) dacă f(a) > 0, există un interval deschis J 3 a, astfel încît 
(Y)zeJ N I= fiz) > 0. 


Demonstrație («). Presupunem, prin absurd, că (a) nu are loc. Aceasta înseamnă 
că există ey > 0 astfel încît pentru orice 3 > 0 există sẹ e 7 cu proprietățile: 


| za — E | < 3 
si 
| f(x25) — fla) | > eo 
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A 
În particular, pentru 3= Es există xn e J cu proprietăţile: 
n E 

1 
(1) [tn =a | <= 

n 
si 
(2) | flzn) — fla) | > eo. 


Din (1) rezultă că 


lim zn = a, 
n>00 


iar din (2) se vede că șirul (f(zn))nen nu converge la f(a). 


Contradicţie cu continuitatea lui f în a. 
(B). Presupunem că f(a) > 0, atunci există e, astfel încît 0 < e, < fla), deci 


(3) fla) — e, > 0. 


„ Funcţia f fiind continuă în a, are proprietatea (a), deci pentru e, > 0 de mai sus există 
3, > 0 astfel încît 


(vV)ze Zeu |z—a|< è = |f(2) — fla) | < s. 
Această proprietate mai poate fi scrisă gi astfel 
(WzeIN(a— 3,,a + 31) = fla) — e, < fl) < fla) +a. 
Punind J = (a — 8,, a + 8,) şi tinind seamă de (3), avem 
(Y) z e IN J= f(z) > fla) — e, > 0. 


Aja: Observaţii. (i) Orice funcție care are proprietatea («) este continuă în a. Deci 
funcție f este continuă în punctul a dacă şi numai dacă are proprietatea (æ) din pro- 
poziția Aj». 

(ii) Proprietatea (8) din propoziția A,, s-a folosit la demonstrarea consecintei 4.7 
din capitolul II, care afirmă că dacă f este o funcție continuă, pozitivă și neidentic nulă 
atunci 


b 
f fía)da > 0. 
a 
Aja: Definiţie. Fie (zn)neN un gir de numere reale. Pentru orice şir crescător 
de numere naturale 
No < Ra < ha... < Ak < Mp < .. 
șirul de numere reale 
Tag» Try» Tng, ee., Tap» Enhi’ 3 
notat prin (2np)ren, se numește subșir al șirului (22)nen. 


Aus. Observaţie. Dacă. (2n)nen este un gir convergent de numere reale, atunci 
orice subșir al său (2ny)ren este convergent si 


lim Enp = lim æn. 
k=>00 n-a 


T 


3 2 2 ' 
1. = Ha 3e + e; 2. Z+ Ins +6; 8. T + In a) + 0; 4. — a cos zA 


+b sin z+ @; 5 Žare sin 2z + €; 6. arc sin 2 + 6; 7. —2 ctg + tgx+.0e; 


gu 
In 2 


8..—2ctg 2x + e; 9. 5 arctg + €; ` 10. 5 arctg 22 + €; 11. + e? + €; 


111 LE ye 61m + e; 14. 2/2 + 3M23+ 0 166 Vi + 
2 l+x > 2 x+1 5 
+Ž eyā+e 


1. Dacă f ar avea primitive, atunci si funcția 
Nx) + z = [z] 
ar Avea primitive. Contradicţie cu exemplul 1.10 (b). 
2, Se observă că f(R) = (—1, 0,1) adică f(R) nu este interval. Deci (observaţia 
1.4(4)) f nu admite primitive. 
3. O primitivă a lui f | (—oo, 0) (respectiv f | (0, co) este funcţia 


da Eul 
flo) = +a, (resp. fala) = a sin +a): 


Deci o primitivă a lui f, dacă ar exista, ar fi de forma 


aa 
— +c dacíáx<0 
2 
Riz) = 
zsin—, dacă > 0. 
z 
Cum funcția 
e 2 , dacá 2 < 0 
Fl) — Flo) _] 2, 
a — 0 


sin 1 , dacă z > 0 
nu are limită în zero, rezultă că F nu este derivabilă în zero. Deci F nu poate fi o primitivă 


pe R. 
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4. Considerind funcţia H(x) = z? sin > (W)x 20, se observă tá H|(0,o) 


(resp. H | (0, œ)) este o primitivă a lui f | (o, o) (resp. flo, «)). Dacă ar exista o primi- 
tivă :R>eR a lui f, atunci 


F |C- 0) = H loo) +4 
si 

F | (0, co) = H | (o, 0) + ca 
F este continuá (fiind derivabilá) pe R, deci 


F(0) = lim F(z) = a 


x>0 
x<0 EA 
= lim F(x) = ca 
x>0 
x>0 
Atunci: 
F(x) — F(0 
P0) = lim Pe = PO) 
x>0 z—0 x>0 z x>) T 
= lim « sin A. da oz 2. = F(0) 
x>0 z 


deci F.nu poate fi primitivă a lui f. : 
5. Imaginea intervalului (1/3, / 5) prin funcția f nu este un interval, deoarece 
ES) E 
fW/ 3) = 3%< 8 < 5? =7(Y 5) 
iar 
8+f(x) (Y) z e (Y 3, V 5) 
Deci (observaţia 1.4(d)) f nu admite primitive. 


6. Analog cu 5), imaginea intervalului (1/15, 1/17) prin funcţia f nu este un interval, 
deci f nu admite primitive. 


— tim Elzh-te = F10) 7 y, Ele) _ | 


7. Notind cu G o primitivă a funcţiei continue 


P 
x sin—, dacă +0 
T 


0, dacă z = 0 
şi cu 
1 
— at sin — + 2G(2), dacă 2340, 
H(z) = zi 
2G(0) dacă r = 0 
se obseryă că H k-o, 0) (resp. H jio, a.) este o primitivă a lui f lt ee, o) ("esp- Flo, )). 
Dacă F ar ti o primitivă a lui f, atunci 
Mr up a A l(=00,0) + 4 Și Flo, e) Hiio, a) tis E 


F fiind derivabilă, este continuă, deci 
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prin urmare Far fi.de forma 


—a? sin de + 2G (2) +c, dacă 240, 
3 


F(x) = 
2G(0) + e, dacă x = 0 NM 
si l l | 
—atsin L + 2G(2) +0—2G(0)=e | 
Fo) <= tra E = 200), — a, z = | 
x>0 x—o0 x>0 r—o0 
= — lim e sin E + 2 lim AS 2G'(0) = 2g(0) = 0 
x>0 Y x>0 z— 0 
Însă f(0) = 5 deci P'(0) +f(0), adică F nu este primitivă a lui f. 
8. Se rationeazá ca în exerciţiul precedent luînd 
1 
z 008 , dacă z Æ 0 
glz) = i 
0 : , dacă z = 0 
si 


1 
a? cos — — 2G(u), , dacă x Æ 0 
Hig) = Y 


| — 2G(0) , dacăz=0. 
9. Cum do f(x) = 1, rezultă că pentru orice 0 < e < 1 există o vecinătate Vs a lui 
zero astfel încât 
e <f(z) <1 (Wzx e Fa N (0, o) 
V. fiind vecinătate a lui 0, există a e R astfel incit (0, a) C Ve A (0, do). Atunci 
f0) =0<e<fla) si f(x) >e (vz & (0, a). 


Asadar, imaginea intervalului (0, a) prin f nu este un interval. 
Deci f nu admite primitive. 


10. Se rezolvă un mod analog cu 9), utilizind faptul că 


tg x 


lim 
x>0 T 


=i, 


1. 12. IM i 


1. f este continuă; 2. f este continuă; 8. Fie G o primitivă a funcției continue 
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íi 
lo cose +0, i a? cos — — 2G (2), £ #0, Însă 
glz) = & Atunci F(z) = & 


ro) = + + f(0), 
0, æ=0. — 2G(0), s= 0 2 


als EN E deci f nu admite primitive. 
este o primitivă continuă a funcţiei date; 4. Analog cu exerciţiul 3; 5,, 6, 7, f este a i 


continuă. ' Se observă că funcţia considerată, f, este pătratul funcţiei din exerciţiul 1.12.111(4). 


7. Fie g:R=>R funcţia definită prin 


0 


1. 12. IY 


| 1. Dacă F (resp. G) este o primitivă a lui flta, e] (resp. flte, b]) astfel încît F(c) = 


| sin 2 „ dacă s0 
= G(c), atunci funcţia A 


g(x) = 
$ | 0, dacă z = 0 

şi G o primitivă a sa (există conform exerciţiului 1.12.111(3)). Se observă că funcţia 
h :[a, b] >R, definită prin - 


moe | E ), dacă < e[a, c] 
(£), dacă x e [c, b] 
este o primitivă a lui f pe [a, b]. 
h(z) = (x — aj(x — b) 
se anulează, iar a și b, este derivabilă pe [a, b] și derivata sa este diferită în punctele 
a si b. Funcţia G-h este derivabilă, iar derivata sa 


g(x) = 0 (V)z e [a, b], adicá AS Ta 


| 

| 2, Funcţia g=f, — fa are proprietatea ! Darboux si g(a) = 0 (v)gela,b])NA. Deci 

| 

| l 

| 3. Notind cu N, = (ze R|f(1) = + 1}, rezultă A4} U A. =R si A} NA. = 0. Dacă 


Ay Æ O și A. + O, atunci f nu ar avea proprietatea lui Darboux, deci f nu ar admite A 1 
primitive. Așadar, (22 — a — b) sin—————— dacă ze (a, b) 
i (G hy'(z) = glh(a))k' (2) = (2 a)(2 — b) 
sau A, = Ọ sau A. = 0, i 
E 0 E dacă z = a ¿ sau x= b 
adicá : a 
satisface condiţiile din enunţ. 
sau f=—1 sau f= +1. ie. k A A x e + 
8. Se consideră funcţia G din exemplul precedent si funcţia h :[a, b] >R definită prin 
4. Dacă f(0) = 0, atunci în baza exerciţiului 1.12. I11(3) rezultă că f admite primitive. 
Réciproc, dacă f(0) = 0, atunci, analog cu exerciţiul 1.12, 11(8), se arată că în acest AUS alo ropa: 
caz f nu admite primitive. Atunci funcţia (G:h) satisface condiţiile din enunţ. 
5. Se observă că f se poate scrie sub forma f= g + h, unde 4 9. Funcţia 
sint, dacă ze[—1,0)U(0,1)] ' se (z) = Fie) —Jlbla 
glz) = = este derivabilă, iar derivata sa | 
e 0 , dacăz=0 f gg = F — f(E) = f — f(E) 
| —1, dacă x e [—1, 0) i este strict negativă (respectiv strict pozitivă) la stînga (respectiv la dreapta lui £) Prin 
h(z) = - dad 1 3-0 urmare, funcţia gg este strict descrescătoare la stinga lui E și strict crescătoare la dreapta, 
| P 24044 deci gg nu este injectivá pe [a, b], adică există x, e [a, £) şi z, e (£,b] astfel incit 
Dacă f ar admite primitive, cum g admite primitive (exercițiul 1.12.111(3)), ar rezulta că i ge la) = gelta) 
funcția h (care nu are proprietatea lui Darboux) ar admite primitive. Contradicție. i 


A TA 6 de unde rezultá cá 
6. Dacă ar exista o primitivă F a lui f, atunci aceasta ar fi de forma i Fila) — Flaa) 
hit AA AA 


e Eo 4 Otal apă e 4, 115 (0) Es 
Fla) = 2 4 T 
G(0), dacă x = 0 : ; | 
unde G este o primitivă a funcției continue 1. z(ln x — 1) + €; 2. z (2Inx—1)+€; 8. z(in2z—2In +2)+€; 
glo) = x sin 2, dacă ze [—1, 1]N (0) ` 4, 2 (ain z—1)+e;5. n +€e; 6. E 1) Ina — 1] +e, a E —1; l 
| 0, dacă z=— 0. NE Cram is Teinte Ls de (—1)n-in(n — 1) ... 2Inx + (—1)"n!]+ €; 
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A II O aa 


4 à ai 
8. Z (8 nîs — 4 lne + 1f + e9. e E, ¡qna 
să ) e a ai hei ea 


a 
a AM A) 2 ! e Inny d 
+ apa Et (a a+ ăi E = E Pc ati 


10. e“(z — 1) + €; 11. eva? — 42 + 3) + e; 12, isi — 322 E 52 — 4) +€; 


ea — > 
18. [e -2m Ba aa mo (— qna? DE a 1)n Ejes 
A a a an 
14 —e? cos a + 2esin z + 2 cos æ + e; 15. (—2* 4 æ+ 1) cos A a 
1 
16. In = O az Fa n-1 sin z — AA pm -2$ me = (sin T— cos £) + €; 
IA = A ea* [is 
Bor (sin 2 £ — 2 cos 24) + €: 19. apa oa B cos Ba) + €; 20. hh Fă 
E s 
+ (x cos Ba + B sin Ba) + €; 21, (sin x= — cos) EE con x+ e; 
y 2 
3 
22. — e*cos z + ©; 28. Z — $ sin 2e + €; 24. — 008 ap C.E pa sin z — 
3 
2 3 15 sin 2x 5i £ yz ` 
— = sinz + €; 25. —— — sin 4 e; 26. — 24 — 
3 8 E 4 a A VA ; 
— 21m (e + Vaza) + e; 27: ride +5 In (2 44241) +0; 
i 5 
28. LET E — in (è4 Vz F1) +e; 29. — p ME 


3 
4 E PRR dl” i 
AE + 2)? + €; bo. E VITE (a — a? 65) — 4 In (z +V = 4) + e; 


i. E at at aj? 


£ Jz 3. a = 
82, ¿VI + È arcsin Z + e; 88. EVITA- aya 2 arosin E + e, 
$ 8 8 gs 


1. 21n (z? + s+ 3) +e; 2 In (22 + 34? + 5) + €: 8, — arctg (cos æ) + €; 
1 — sin æ 
1+ sin z 


e 
e? ; COB — g: costa costa 


; A! 


4. — In (cos æ) + ju In ( 


+0; 12. — cosa + 


costx 


als + €; 18. In sin (= = 2) + e; 14. E +e; 16. 


+e; 16.1n (1 + tg 2) + €; 17. = arcsin x |/ x+ €; 18, g arctg a? + €; 
2 


$ 4 4 A l 
19. A arctg ai + e; 20. E arcsin a? + €; 21. arcsin er + GC; 22. In(1 + In z) + €; 


ră. E 
po E a + e; 24. — arcsin(cos?x) + €; 25. arctg(In z) + €; 26. n sytti 
2 
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+ e; 6. In (tga) + C; 7, —ecost+t) y e; 


7 pa MA A ASA 
oa Dr a LE o 


8 EEE TE 


+ VP) e: n. Smetty 


+ EESE E == 3x — 2 + arcsin Y x — 1 +; 
; È 
so. VITT S arcsin 2 e; 31. — Š e +A ae + 2)? + 


+14 1) Va +22 Pad ln IV 20+2)+ €; 
8 


5 i usi, 
82. ale = (H g) He = = = Va=1 + , Ina 4/21) + €; 


7 
arc sin z z 
84. — —— + In ———— +0; 
zx T 41+ Vi — a? 


4 2 2 
i AAA E € 
2 V AFFA HeH 


85. 


4.6. 
1. In (ez + ye Z1)+arc sin e™ + e; 
2, 2 4 Vasin2/z y cos2/2 | q, 
2 2 4 
e LO n Y2 + VIE E sina | e. A er ETE +e 
rd rV oyi + sin?s 2 
syri _ mn(Vr+yv rti) e- 
5. Va 2— a E z + ; 


p 3 la + 1) 2 
6. _V2, V2(e+0-*,0, ara — a+ e 24 
4 Væ +e 8 2 6 
g+ pr +i+r—i 


4 IAE e 
SWIA E 


5. 9. 
3 
1 pants a ; 8. — 2n — 2) + —— 
1. — arct +e; 2 2 + 21n(1 — 2) + €; 8. = 
V2 Ea 2 A 
—1 2 z — 
„RR A E a 2 — 1 2 arat de pA i BR 
e ae I+ gya g E i FAT 
á 4 
Pai E 2 a2 1 +e; (de e; 
A E O O ES E 2 mai 
a Es 3 2 4 
hs 2 E oy e CEA i ln fe 
O i 8/3 vs 3 2 z 
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AA a o AS A ra 
| 

3 1 

13 In(1 — Tp => ia 

* zi z) | (z — 1)? 


y 1 
% A ma mnie Ea el na A lila + 8), 4:85 
6 2 2 6 


+ e; 8. $ Ina — Inf + 1) 4 Inle + 2) + e. 


Toe Sa: i Acel ln (a? — de +1) + (VI — 1) arctg(/ Be — 1) + e; 


z da = 
e 3 ln far Ant er A e orei 22 214 e, 
3 6 V3 


V3 


= aro tg [arctg (12241) + arctg (VZ z — 1)] +e; 


1 n PV 2x +1 1 


12, = 
Va pyzy 2V 


4 
18. 2—2In( ar +0 14. — Ina + 1) + £ Infa? + 3) + 


3 a 1 1 1 5 
-L VŽ arctg g te 15. pure a Potjel aa, E Faina 
5.10. 
ka MaA 2 
1. In (+ 1 2 2 2 pe 
( HVAR VA Tis 
3 a arig ETA E oa, hn (V12F 2r Fa — 2) — 


t 
3 1 
2 Var 2 Anm 


— DIVE FIE FI 21) + e; 


4. 2in(2 + Va 2702 heee e 3 VE a) 


3 1 2 —2 AA 
E : es p=]|5 ==) ) e; 
Va as | b | v y =)+ a 


ME AE A A e CE 

2 Vi— 2r- 2-4 x 

4 JA L r2) MA AV 
7. e e M A | e; 

3 ip 2/42 2 Voua) ya — 2 

== 3 1 

8. z — 21n(1+ Fora === 

x ( a+ V o A are” 

e 4 3 

+5 na Vi Fapte; ds A 


12 


za —2 


+e; 10, — V — r F az + 5 — 


3 


e (z — DVI ERIS + E aresin 


- bare sin Y/ 7 ZÈ 
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p-ta 


5. 10.11. 
e NA ez 
1. — arctg—— + 6;2, —=arctg (V2 tg 2) + €; 8. arctg—  — ++; 
od od V2 tg 2) + €; g 3 
4 La te 2 — mfi tg Ž SÉ a ED OI AL ca e 
3 2 2 3 2 F z 
| gi 
2 
6. -1 cos æ (cos s -+ sin 2) + z In (sin æ + cos a) + €; 7. In (tgx + 2) + 
3 tg a AEZ. ez A 
= arct — +0. 8. +2tg z+ 2 +e 
F VE Aa 5 tg æ 18 
5 g£ T 1 R T a 
9. = Int == — sin 2) 
2/2 ef; JF Va E y 
(1 + dig + 2a 
10. 2 arc tg + e, 
S mag 
CAPITOLUL 11 
1.4. | 
| 
1 2=V2 4, 
IA gi 114 ¡ln As = ete 1); IA l= F 
1.11. 
: E IN E 
1) AU A”= a, —, E i 
(4) ( A ar AD 
(2) A'U A” = (0,1, 2, e, 3, 4, 5, 6, 7, e”, 8,9, 10) | 


b) 1) dacă A'c A”, atunci p divide q, 2) dacă p divide q, atunci A’ C A”. 
p divide pg = ACA 


Conform primului punct | 


2,23.1, 
IAN o= (o + sint + La), 
3. Sa (f, E) => 2; 4. SA lh E) = =: 5, o, (f, £) E m, 


q divide pq = A” C A 


| => NUA G A: 
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2.23.11 


1. f fiind integrabilă, pentru orice şir de diviziuni cu || An || —>0 şi orice alegere a punc- 
n—>0 


telor intermediare E”, şirul sumelor Riemann converge. Alegem în particular punctele 
intermediare E? astfel încît (8) = a. Atunci 


Kn En 
San (f E = 27 (ep ap) = «(7 ap) = ab a), 


deci: 
lim cam([, E) = ab — a) = f; fla)az. 


: 1 i a 
2. Calculám 4, (7, čp): lim Saníf. Ef) = qe oricare ar fi (An) înctt|] An || — 0 şi oricare 
ar fi Ef e [27_,, 2%]. f nu posedă primitivă, deoarece f nu are proprietatea Darboux. 
F(LO, 13) = 40,1) nu este interval. 8. Dacă f integrabilă atunci pentru (y) şir de divizinni 
(Anjnen astfel încît || An || > 0 gi orice Er e [t;a 27], lim o,,(f, Ep) există = 
b : En 
= y f(x)dæ. Se aleg punctele E? astfel încît f(E7) = 2 En. oa (f, E) =2 yA (at JE. 
1=0 


Funcţia g :[a, b] > R, g(x) = 2x este integrabilă. 
k 
b 


oa, (8 EJ) =2 9) (ai — si) ëg limoa, (8, E) = lim o, (f, Er) =| glz)dz = 
i a 


1=1 


b 
=b — 2 = | fizjaz = b? — a2; 
a 


dA (f En) = 


4. Se aleg punctele intermediare E? astfel încît f(EF) = E 
, i 


ln 1 An 1 24 
= 9 (zi — ai): ze lim)> (a — sí) ) = | de = In 2. 
T=1 1+€ = 1+E Ll+o 
5. Dacă f ar fi integrabilă, atunci pentru orice alegere a șirului de diviziuni (An) cu 
|| An [70 și orice alegere a punctelor Er, şirul sumelor Riemann are limită = 


b 

= | f(x)dx.  Alegem în particular Ep astfel încît FE") = Ep şi En, astfel 
a 

încît f(E;') = 26. Avem 


kn P kn 
San (f; Ep") = 2, (zi — zia) Ep şi alt, Eion) = Y (ai — 2 )2 Em, 
= > 1=1 


s e z 2 gino: ve 2 
deci lig Sån (f Ej”) = f zdz = E si lim San (f & >”) = f; 2x dx = 3 


Aşadar f nu este integrabilă; 
6. Fie fi :[zi-u ti] = R, file) = f(z) (Yje e (Sia zi), gi :[zi-u 2] > R, gi(2) = u(vze 
e[zi-u zile; sînt integrabile (ca funcţii constante), deci f; sînt integrabile (diferă 
de gi în punctele x;., și z;). Dar f; este restricţia lui f la: [zZi- zi]. Din propoziţia 2.21 
rezultă că f este integrabilă și 


b 2i La 
| flajde -| fılz)dz + falaida+ ... + | 


a A 


b 


fa(2)dz = D ci(zi — 2.,). 


Fita, 


T 


7. f(x) = —sin (vize [-> o|; falz) = sinw(V)z e [o al fu fa sint integra- 
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bile; ele sint restricţii ale funcţiei f la intervalele = 


ola 


A o]. respectiv fo, z]: 


Tr 


ll 


2 0 
Conform propoziției 2.21. f este integrabilă si fla)da f —sin adx + 
T =T i 


Tr 


2 
+ | sin sdz =2. 8. Funcţiile f(x) = 2 pentru æ e [0,1], glx) = a? + 1 pentru 
0 


z e [1,2], sint integrabile pe [0, 1], respectiv pe [1,2]. f(x) = 22 + 1 pentru z e (4, 2] 
și fa(1) = 1 este integrabilă pe [1, 2] (deoarece diferá de g în punctul z = 1), prin urmare 


2 
f este integrabilă și í f(z)dz = =; 9. Explicităm funcţia f(z) = [25x] = [32 x] astfel 
0 


0, ze [o A 
32 


i; ze 


ES 
3 
N 
| a 
~ 
| co 
E 


f(x) = 32 32 
k—1, ze K=1 k 
32 32 
31 xe la , 1] 
, 32 
4 2 3 k 32 


Deci există o diviziune A = Q PE a a intervalului [0, 1] astfel 


încît f este constantă pe fiecare interval deschis (x;.,, zi), (4 < i < 32). Conform exer- 
32 32 


32 
cifiului 6, f este integrabilă si | fin)dz = Da (zi — 2ia)f (8) = Za (zi — zi) ai = 
0 = 1 


1 1= 


= Su +2 + .. + 32) = =; 10. Se scrie explicit funcția 
3 2 


z, z e [0,1] 
z—1,ze[1,2) 
x — 2, x e [2,3) 
z — 3,x e [3,2/3]. 


f(z) = 


Conform propoziției 2.21, f este integrabilă şi f 213 (ade = 12 — 6/3. 
0 


1. sif) => Sulf) = =, an=, saf = Ži 8 sf) = =, Salf) =; 
1 


E E E def aere + 


155 


1 1 1 
+ 140) suf) = 5 le 2 + e? +e+4), Salfj=1+e, sf) =02 +4, 


= In (2+/3). 4V2. a 
1.13 o a B] 


3.15. 


Ie 2; 2, PEP cN, 3, 2; 4.1; gi, 


1. În baza teoremei de medie există ce [a,b] cu f(c)» (b — a) = f f(x)dx. Dacă ar 


exista și un cc cu aceeaşi proprietate, atunci ar rezulta fie?) = fe): Aceasta nu 
poate avea loc, deoarece f, fiind strict crescătoare, este injectivă; ` 


ES yo 
3 


3. Dacă, prin absurd, f nu își schimbă semnul pe nici un interval [2,27] C [a,b], atunci 


b 
f>0 sau —f > 0 pe [a,b]. Aplicind propoziţia 4.7 lui f sau —f, se obține | f(z)dz>0 


a 


' b 
sau ak f(x)dx > 0. Contradictie; 


4, Dacă ar exista c e [a,b] cu fl) 0, s să admitem f(c) > 0; atunci (4,,(8)) ar exista 
r > astfel încît f(x) > 0, Yx e (e— r, c +r), prin urmare (propoziția 4.7) 


= f(x)dx > 0. Contradictie. 
cr 


T, 1, 5 A rin2 IAD A br, 
1. z7’ 2. g (arctg Ž + arte); A d 2 5. Mm +a: 6. > 
2 T 1 (m 1 : 
7. —; 8. ——; 9. —|—-—1->2+In 2]; 10. —[e2(2sin3 — 3cos3 3]; 
15 4 E A ) 13| ( sul 


11. 2(e2 + 3); 12. In 3; 13. In 2; 14.2(/5 — y?) — In (VZ +1) + In (2 + V 5); 


15. pi 
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1.9. 
1. =; 2. >; 8. x; 4. =, 5. 5 arcsin (15 — 1) — 
3 
ma 4)?; e, z$; 7. Si Be —2; 9. 1 
10 Elo -2) ti. 4a? 3-1) 
1.9.11 


5 4 a 
Ls A SE 2. A = oè In 2; 8.4, == (V3 + in). 4, = = (8r — V3); 
3 


2 j 
sea apare sin Y) 2 -n 3, Ag = 2m — 24;; 


= 2 4 
p. A = 2V5. 6. A, = +). A a it 7. A= 


a? 14+k 9 8 
= — l . == A — e 
5 Ez. 8, A 16: ? A 3 


2.8. 

7 7 = 2 En 

b? 3 y 3 16 7 T Te i. E AE 
1. a fe] im A A ETT 
a . 
3 

A E 23,8 (2-49 100 %,0 E; 
6. 5 T; K ATAT ); 8. 6 ) ae a T 


15 | 
12. 255 18. n [20 — 2b + (a + n; 14. | = sim 2]. 
5 a 


3.9. 


2 2 - 
4 n B-2/2) (5 +2), 


e  (83+2V/7) (V3 - 2) 
1 E 
5.— (0 + 4); 6. In(Y2 +41); 7. In 5— > 


"3 : pi 8 1 = 2 
Limy; ln dd (3/8 = (8) 
2 


8, Vit —/2+ In 


2 eya 
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4.10. 


1. (2/2 — 1) E 2. T (e? — e +4); 8. nly Z + 1n (V2 + 1)]; 


4. „(eri TE V2+ Al LR araf + a); 


1+V2 
aaa) 7, să LE O 6. one, 


b.6. 


“ri 


1. Da(f) = 60, Ta(f) = 46. Dalf) == 52,5, Ts(f) E 45,5, 
Epy(f) = 14,6667, En,(f) = 0,6667, Epg(f) = 7,1667, Erg(f) = 0,1667; 


2. D(f) => 6,25, Talf) = 6,25, De(f) z: 7,444, Telf) > 6,111, 
Enf) => Er) = 0,25, Enf) = 0,4444, Erolf) = 0,111; 
8. Da(f) = 0,6973, Ta(f) = 0,7807, Ds(f) = 0,7377, Ts(f) = 0,7867, 
Ep,(f) = 0,088, Er (f) = 0,0046, Eps(f) = 0,0486, Er (f) = 0,0014; 


4. Ds(f) = 0,6166, Ta(f) = 0,7054, Ds(f) = 0,6455, Ts(f) = 0,6956; 
Epa(f) = 0,0765; Er,(f) = 0,0065, Ep(f) = 0,0475, Er¿(f) = 0,0025. 


6.3. 
1 z= 0, y= Es 2 z=y=—; 8 2=0 y=— 34 =,=, 
3n 37 z g” 
8 
5. 2z=—,y=0 
3 y 
7.3. 
= A 1 M’ 
1. L= 20 J; 2, L= 0,125 J; 8. L = 4900 J; ir 
m 
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